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Zasada najmniejszego dziatania

Tor ruchu czastki w mechanice klasycznej — funkcja r(t)

Zasada najmniejszego dziatania

Niech w chwilach t = t; i t = t» czastka ma okreélone potozenia r i rp. Wtedy miedzy tymi
potozeniami czastka porusza sie tak, ze catka

=v)

RS

S[r(t)] = / L(r, ¢, t)dt (f=

t1
przyjmuje najmniejsza mozliwa warto$¢.
S[r(t)] - dziatanie, L(r, f,t) - funkcja Lagrange’a

Niech r(t) jest ta funkcja, dla ktérej S[r(t)] ma minimum. Jesli wezmiemy r(t) + dr(t) zamiast
r(t), to odpowiednia zmiana powinna byé réwna zeru, §S = 0 (warunek minimum funkcji S[r(t)])

ty
5S = / [L(r+6r, 467, ) = L(r,},t)] dt =0

t1

- pod warunkiem, ze §r(t;) = ér(t2) =0
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Rozwiniecie w szereg

o
oL d (0L d (oL
0S = —or+— | =dr)— — | = )or|dt
/t1 [ar r+dt(8r’ r) dt(ar') r}
t=tp t
(s
t=t n or  dt OF

t2
oL d oL
= (— — ——) ordt =
" ar dt Or

Dostajemy réwnanie Lagrange’a (réwnanie ruchu czastki)

=%
or "

doL oL
dt v  or
Dla czastki nierelatywistycznej w potencjale U(r) funkcja Lagrange'a
1
L=>mv?— U(r)
2
Po podstawieniu w réwnanie Lagrange'a dostajemy réwnanie ruchu klasycznej mechaniki
dv ou
m—=——
dt or

gdzie —9Y = F (F —sita)
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Matematyka — catkowanie

F'(x) =f(x) = [f(x)dx=F(x)+C

[ Af(x)dx = A [ f(x)dx (A= const)

f[fl(x) + h(x)]dx = f f(x)dx + f f(x)dx

Jesli [ F(x)dx = F(x)+ Ciu=g(x), to [ f(u)du=F(u)+ C

Przyktad:

ff (ax+ b dx_ff(ax+b)d(ax+b = 1ff )du=1F(u)+ C=1F(ax+b)+C
Ll

fx"dxf 7T T C

fsinxdx:—cosx—i—C
fdx—x =In|x|+ C

dx 1
f x sarctg > + C

x2+a? T

fcosxdx:sinx+ C

c052 =tgx+ C
d. _ 1
fﬁ_ In ><+a +C sind;(X:_Cth'f‘C
f d; :In|x+«/x2+a|+C fshxdx:chx+C
V x“+a

f gx 2:arcsin§+C fchxdx:shx+C
V as—x
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Matematyka: Catkowanie przez czesci

fudv:uvffvdu, u=u(x), v=v(x)
Przyktad
fxlnxdx:flnxdﬁzlxﬂnx 1fx2 dx u=lInx, v=7>%

2
:Xlnx—ledX*XlnX—XT—‘rC

Catka oznaczona - obliczenie przez calke nieoznaczona

f f(x) dx = F(x) — catka nieoznaczona (bez C = const)

LHAW:HM—H@

W obliczeniach:
x=b
[P de=F(x)| = F(b)— F(a)

x=a

(Rzeszéw University of Technology) Fizyka | - Wyktfad 7 12 stycznia 2023 6/8



Prawa zachowania w mechanice

@ Jednorodno$¢ czasu, % =0

db _ 9L 9L % oL _ d oL
@ = or" T 5" (37 = & 57)
_>d aL , oL d(Lﬂ)
=r— =4+ =r=;(=r
dta7+ar dt \ o7
d (0L _ _ =0l g _
E(va—vf )—0 = E—va‘7 L = const

gdzie E - energia czastki.

Jesli L= ™2 — U(7), to E = ™ 4+ U(P)

— =

o Jednorodno$¢ przestrzeni - L nie zmienia si¢ przy malej translacji przestrzeni, r'— '+ €

_ 9L s»_ 0L _ aL _
(SLfa—?&rfe—?fO = 5=

% g—é =0 = p= g—é = const, gdzie p - ped czastki
o lzotropowos¢ przestrzeni - L nie zmienia sie przy matym obrocie, F — F+ d@ x F

=M

= F'X p = const,
gdzie M - moment pedu czastki.
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Mechanika relatywistyczna

Dziatanie czastki swobodnej
b
S= —mc/ ds
a

gdzie ds - interwat, ds? = c2dt? — x2 — y? — 72
Swiata, catkowanie wzdtuz linii $wiata

,a=(t1,A), b= (t2, ) - zdarzenia albo punkty

W uktadzie zwigzanym z czastka, ktéra porusza sie z predkosciag v

ds = cdty = cdt\/1 — v2/c?

gdzie dty - czas wtasny

Po podstawieniu do dziatania t
S= fmc2/ V1—v2/c2dt
ty
Poniewaz S = f L dt, dostajemy Lagrangian czastki swobodnej w mechanice relatywistycznej
L=—mc®y/1—v2/c?
Ped i energia czastki p = 9= = ymv, E=p-V—L=vymc?

2

2
Przy v < c dostajemy g~ mvV, E ~ mc? + M gdzie By = mc

o - energia spoczynku

Matematyka: Przy v < ¢ wykorzystaliSmy rozwiniecie w szereg:

V1-—v2/c2 = (1 — v2/c2)1/2 ~1—v?/2c?
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