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Teoria sprezystosci

Tensor odksztatcenia

« Pod wptywem odksztatcenia ciata statego punkt ciata r
przemiesci sie w potozenie r’.

Wektor odksztatcenia
u=r —r U = -.1:.; — @Iy
« Odlegtos¢ miedzy r i r+dr przed odksztatceniem

Al = \/da? + d} + da?
a po odksztatceniu

Al = \Jda? + do'@ + do'?

gdzie
Ou;

dr, = dr; + du;, du; = o,

dx



Zwigzek miedzy dl i dI’
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= dI* + o, dridr; + de: drjdx; + D2, Or; dx; d;

= dI* + 2u;jdw;dz;

gdzie tensor odksztatcenia
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wij = = ( s 49 U L O up {Ibk)
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Dla matych odksztatcen
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Tensor napiec

Sita wypadkowa dziatajgca na objetosc V,,

FdV
JVy

gdzie F — sita, dziatajgca na jednostke objetosci ciata.

Przedstawimy wektor F, w postaci dywergencji tensora:
aﬂ'ij
af{fj

Wtedy za pomocg twierdzenia Stokesa znajdziemy

r .‘:gi‘-r r
/ F;dV = / dj dV = ?4 T d.S;
J Vi J Vo ‘Lj J Sp

gdzie o - tensor napiec (tensor naprezenia)

Fi =




045 dS,- I-sktadowa sity, dziatajgcej na element powierzchni dS;.

Jesli elementy powierzchni sg wybrany w ptaszczyznach xy, yz, xz, to

Oy Oyx: O, S@ Skltadowymi sity, dziatajgcej na jednostke powierzchni yz.

»  Moment sit, dziatajgcych na objetos¢ V, jest M = [, (F x r)dV
Przedstawiamy go w postaci tensora

:Il_{lj = / (FPLJ — Fji.'_’?i) dV
J Vg

Dok, Joji; ,
— = L — — £y dV
Jv, \ OTk dxy.
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Tensor M;; moze byc przedstawiony jak catka powierzchniowa tylko
wtedy gdy o;; = oj; —tensor napiec jest symetrycznym.

Za pomocg twierdzenia Stokesa znajdziemy
M;; = 5{ (oikTj — ojrri) dSk
J Sq
Przy wszechstronnym sciskaniu ciata
0ij = —pdij
W stanie rownowagi F=0, tzn.

8.5?;3- A . . .
— () -rownanie stanu rownowagi

aﬂ_’?j
Jesli ciato znajduje sie w polu sity ciezkosci, to w stanie rownowagi
F+ pg=0,tzn.
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+pgi =0




Termodynamika odksztatcania

* Praca wykonana przy matym odksztatceniu
OR = —0ijou;j

« Zmiana energii wewnetrznej
dil =T'dS + ;5 duyj

« Zmiana energii swobodrf' = F — TS

dF' = =S dT + Tij d-u,ij
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Dlatego znajdziemy




Prawo Hooke’a

Rozpatrujemy ciato izotropowe

 Rozktad energii swobodnej wzgledem odksztatcenia
F=F+ %u_i + s

gdzie A, y — wspotczynniki Lameégo

« Zmiana objetosci przy odksztatceniu jest u;. Jesli u,;=0, to
odksztatcenie jest Scinaniem prostym.

 Mozemy przedstawi¢ odksztatcenie w postaci sumy scinania
prostego i sciskania wszechstronnego

I 1
U5 = ('EL-;‘j — 5 01’j“‘kk) + § ﬂij’“-kk



Energia swobodna (skalar), zwigzana z odksztatceniem:

1 > K
F = o Uij — § O'ﬁjukk + ? U

gdzie K — modut sciskania (modut scisliwosci), y — modut

scinania (modut sztywnosci)

)
K =\+ 3 H
Powinno by¢ K>0, u>0. |

Rézniczka zupetna energii swobodnej:

dF = I{'u'kk d“‘k‘k —+ 2._[1 Luij — %Hkk ézj) d (‘IL.ﬁj — %’Hkk 613)
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Znajdziemy stad tensor napiec:
. - ‘ 1 )
oij = Kugk 055 + 210 | wij — 3 Ukk 04j

« Odwrotny wzor - prawo Hooke’a:

| 1 1 .
Ui = 9 0ij Okk + % (G"ij — 30kk éij)

* Przy jednorodnym sciskaniu
b
K
 Wielkos¢ 1/K — wspoitczynnik sciskania wszechstronnego
(wspotczynnik scisliwosci)

1 1[0V
K V\op)r

0ij = —P Oij, Uiy =




Odksztatcenia jednorodne

* Przy odksztatceniu jednorodnym tensor napiec jest statym w
objetosci ciata

Rozpatrujemy proste rozcigganie preta wzdtuz osi z.

« Wszystkie sktadowe tensora napiec procz g,, sg rowne zeru, 0,,=p

Z prawa Hooke’a znajdziemy sktadowe tensora odksztatcenia

o L(1_ 1N 11 1
Upy — Uyy — — 5 | 77— — /. Uzz — — |,
w="3\2, 31/ 3\3K )7

W wyrazeniu dla u,, (wzgledne wydtuzenie preta) wspotczynnik przy p —
wspotczynnik rozciggania, a wielkos¢ odwrotna — modut rozciggania
albo modut Younga E

9K
3K +p

 Wspdtczynniki przy u,, I U, opisujg wzgledne scisniecie preta w
kierunku poprzecznym



Stosunek scisniecia poprzecznego do wydtuzenia podtuznego —
wspoiczynnik Poissona o

1 3K —2pu
2 3K 44

Upy — —OUzz, o

Wzgledny wzrost objetosci preta podczas rozciggania

yL

Ui =

3K
Zwigzek E, o ze wspotczynnikami Lameégo
= E K = E
=50+ 0) ~ 3(1 - 20)

Prawo Hooke’a przy matych napieciach niejednorodnych mozna
przedstawic za pomocg E, 0
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Roéwnania rownowagi ciatl izotropowych

Do roéwnania 5
gij
— =0
dl‘j N pgi
podstawiamy tensor napiec

doij _ Eo D, E - Ougj

Ox (1+0)(1—20) Oz, i l+o0 Oz

| takze podstawiamy tensor odksztatcenia

o 1 [ Ou;  Ou,
HEJ B 2 ()JLJ E:'i:r.i

* W wyniku dostajemy réwnania rownowagi

E O u; E 0y,

20 +0) 022 2A(1+0)(1-20) da0m
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W oznaczeniach wektorowych

Ay [

19, U {)'U-k .

— — Au. - = divu
Ox ; oxp.

Rownanie rownowagi przyjmuje postac

Au +

1 —20

2(1+40)

erad divu = —pg -

E




Matematyka: najwazniejsze wzory analizy wektorowej

grad divu = Au + rotrot u
divgrada = Aa
rot grada =0

divrotu = 0

Skorzystamy sie z 1-go wzoru i dostajemy rownanie rownowagi
W innej postaci

1 — 20 (14+0)(1—20)
otrotu = —

d1—o) U T TR g

Bez sit objetosciowych spowodowanych dziataniem sit ciezkosci

erad divu —

2(1 —o)graddivu — (1 — 20) rotrotu =0

Sity zewnetrzne pojawiajg sie za posrednictwem warunkow
brzegowych



Stosujemy do tego rownania operator div i wzory analizy
wektorowe). W wyniku dostajemy

Adiva =10

W matematyce funkcja f, dla ktorej A f = O jest nazywana funkcja
harmoniczna.

Dlatego wielkos¢ div u okreslajgca zmiane objetosci w wyniku
odksztatcenia jest funkcja harmoniczna

Stosujgc do tego samego rownania operator Laplace’a otrzymujemy
warunek

AAu =0

co znaczy ze w stanie rownowagi wektor odksztatcenia u spetnia
rownanie biharmoniczne.



Witasnosci sprezyste krysztatéow

Ogolne wyrazenie dla energii swobodnej krysztatu

1
1= 3 Aikim Uik Wm
gdzie Ay, — tensor modutéw sprezystosci (tensor 4-go rzedu)

Wiasnosci symetrii

Aiklm = Akilm = Nikml = Almik

_ OF
ik = Oug,
Symetria krysztatow prowadzi do zmniejszenia niezaleznych
sktadowych tensora modutow sprezystosci

Tensor napiec

= Niklm Wm

W uktadzie regularnym jest tylko 3 niezaleznych sktadowych i
wyrazenie na energie swobodng ma postac
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