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Elektron w potencjale okresowym

Rozwazmy réwnanie Schrédingera mechaniki kwantowej dla elektronu w polu periodycznego
potencjatu wszystkich jondéw, ktére znajduja sie w sieci krystalicznej

(A-E)y(MH =0 (1)

gdzie hamiltonian
R2A
—5—+ U )
2mg
mo - masa swobodnego elektronu i U(F) - periodyczny potencjat pola jondw, tzn.

U(F) = U(F+ R) 3)

gdzie przez R oznaczyliSmy dowolny wektor translacji sieci krystalicznej, R= na-+ n25+ n3C.

Energia potencjalna U(F) sktada sie z oddziatywania z pojedynczymi jonami, ktére s3 utozone w
sieci krystalicznej

UR = Ui(F- R - o7) 4)
R =1

gdzie 67; okreéla potozenie i-atomu w komérce elementarnej, U;(F) - energia elektronu w polu
jonizowanego i-atomu, n - liczba atoméw w bazie
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Twierdzenie Blocha

Woprowadzimy operator translacjit 5+ ktéry dziata na dowolna funkcje w ten sposéb, ze

Tg(7) = ¥(F+ R) 5)
Operator 'f'ﬁ jest operatorem symetrii i dlatego komutuje z hamiltonianem, a funkcje wtasne

operatora 7} - to takze funkcje wiasne operatora A.
Réwnanie na fL{nkcje wiasne operatora translacji: 'f'ﬁ ¥(F) = Tz(F), gdzie Ty - wartos¢ wiasna,
razem z (5) daje nam B+ R) = To(P) ©6)

Stad wynika, ze przy translacji funkcja falowa mnozy sie tylko na czynnik fazowy proporcjonalny

do R. Funkcja, ktéra temu odpowiada - funkcja Blocha

D (7) = u () e* T (7)
gdzie s numeruje wszystkie mozliwe rozwiazania, u_(F) - funkcja okresowa, tzn.

U (7) = ug(F+ R), ®)

ktéra powinna by¢ znaleziona z réwnania Schrddingera (1); K - wektor falowy, ktéry jest zestawem
trzech liczb kwantowych ky, ky, kz.

Energii elektronu E;(k) oraz funkcji u_p(F) w stanach z pewnym K mozna znalez¢ poprzez

rozwigzanie réwnania Schrédingera (1). Funkcje Es(I:) nazywamy s-pasmem energetycznym.

1Operator translacji f’? = eiR'E/h, gdzie f)’ = —ihV (operator pedu) - to wyptywa z rozwiniecia Taylora po R dla prawej

czedci (5). Wiec, operator f)’jest generatorem translacji.
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Wektory sieci odwrotnej

Transformacja Fouriera periodycznej funkgji u;(F’)
Ui lF) =Y ug(G) e (9)
G

gdzie wektory G trzeba wybra¢ tak, zeby byt spetniony warunek
G-R=2rm (10)
m - dowolna Ii_():zba catkowita. Pod tym warunkiem funkcja (9) spetnia réwnanie (8)._’Poniewai
R = nd+ mb+ n3c, z (10) my dostajemy 3 réwnania dla wyznaczenia wektoréw G
5-3:2ﬂm1, §~E:2wm2, 6~€:2wm3 (11)
Rozwigzaniem zestawu réwnan (11) jest
CT:mMT—f— m2§+ m3€ (12)

gdzie A: §, C- podstawowe wektory sieci odwrotnej

27(b x &) _ 2n(3x b)

A“ = ) k)
Qo Qo Qo

(13)

Qo = |7- (b x &)| - objetosé komérki elementarne;j.
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Sie¢ odwrotna, zbudowana na wektorach G, odpowiada odwrotnej przestrzeni (nazywanej
k - przestrzenig na odmiang od rzeczywistej r - przestrzeni).

Komérka elementarna sieci odwrotnej - komérka Wignera-Seitza - nazywa sie strefg
Brillouina

Punkt k =0 jest oznaczony jak punkt I, inne punkty wysokiej symetrii w strefie Brillouina
oznaczamy jak A, A, K, itd.

W prébce, ktéra ma wymiary L x L X L wartosci kx, k,, kz sa skwantyzowane: ky = "T“ gdzie
n==+142 ...

Funkcje ¢5E(F) i E+€(F) przy translacji na wektor R dostaja taki sam mnoznik fazowy

e’ R Dlatego te funkcji s3 ekwiwalentne - wartoéci wtasne operatora Tz dla nich s3 takie
same.

Odpowiednio, Es(k) = Es(k + G) - jak wartosci wlasne operatora H, ktéry komutuje z Ts-
Dlatego zaleznosci Es(l?) mozna przedstawié tylko w granicach pierwszej strefy Brillouina.

Przeniesienie zaleznosci Es(l?) z catej k-przestrzeni do pierwszej strefy Brillouina nazywamy
redukcja pasm.
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Komoérka elementarna i strefy Brillouina dla struktur diamentu i siarczku
cynku
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Struktura pasmowa krzemu i arsenku galu

Pétprzewodniki

Energy [eV]
s L
Energy (¢V]

&L

L A i) A X UK z T
Wavevector k

‘Wavevector k

Zero energii odpowiada potozeniu energii Fermiego Er. Przy temperaturze T = 0 wszystkie stany
z energia E < Ef s3 wypetnione elektronami, natomiast stany z E > Ef s3 puste. Przedziat
energii, w ktérym nie ma stanéw — przerwa energetyczna. Stany E > Ef w poblizu minimum

energii naleza do pasma przewodnictwa. Stany E < Eg w poblizu maksimum energii naleza do
pasma walencyjnego.
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Struktura elektronowa w pasmie przewodnictwa

W pétprzewodniku tylko stany w poblizu dna pasma przewodnictwa i wierzchotka pasma
walencyjnego s3 odpowiedzialne za wiasciwosci fizyczne (przewodnictwo, opér w polu
magnetycznym itd.)

W poblizu minimum energii pasma przewodnictwa zalezno$¢ energii elektronéw przewodnictwa E
od wektora falowego k mozna przedstawié rozwinieciem w szereg do drugiego rzedu po |k — ko|

h2

E(k) ~ Ec +

(m™1)(ki — koi) (ki — koj) (14)

gdzie E. - energia graniczna pasma przewodnictwa, ko okresla potozenie minimum w strefie
Brillouina, (m*l),-j - tensor odwrotnej efektywnej masy elektronéw w pasmie przewodnictwa.

Uktad wspétrzednych x, y, z mozna wybraé tak (zgodnie z symetrig krysztatu), ze tensor
odwrotnej efektywnej masy bedzie miat tylko trzy sktadowe

(m )y = diag (=, —, ) (15)

my my mz

Odpowiednio zamiast (14) dostajemy

12 (kx — kox)? N 12 (ky, — koy)? N 12 (kz — koz)?

E(K) ~ E,
(k) et 2my 2my 2m;,

(16)
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Efektywny hamiltonian elektronéw swobodnych w poétprzewodniku

Po przeniesieniu uktadu wspétrzednych (ky, ky, kz) w punkt ko mozemy zamiast (16) wykorzystaé

S (ke —
wzér (ko = 0) Wi Rk K2

E(K) ~ E, 17
() . 2my 2my 2m;, an
Energii elektronu ze wzoru (17) odpowiada hamiltonian
. V2 V2 p2y2
Ao = Ec — X L _ z 18
eff ¢ 2my 2my 2m;, (18)

Energia wiasna hamiltonianu (18) jest E(k) z réwnania (17). Funkcji wlasne (18) - funkcji

elektronu swobodnego v3(F) = % e'k'7 gdzie Q - objetoé¢ krysztatu (prébki).

"z

o
Istnieje "Sciste” rozwigzanie zadania znalezienia stanéw w poblizu punktu k = 0:

Przyblizenie k-p

Jezeli stan w punkcie k=0 jest Yo(F) i energia tego stanu jest Ec, to przy matym odchyleniu od
k = 0 funkcja falowa moze by¢ przedstawiona wzorem

V() = % wo(7) eF 7 (19)

Hamiltonian efektywny (18) daje mozliwo$¢ znalezienia funkcji falowej elektronu w krysztale (19)
bez wspétczynnika o (F). Energii stanéw sa opisane wzorem (17)
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Podsumowanie

@ Dla opisu stanéw elektronowych w pétprzewodniku mozna wykorzystac przyblizenie k-p -
rozwiniecie w szereg po k w poblizu dna pasma przewodnictwa albo wierzchotka pasma
walencyjnego — w wyniku dostajemy hamiltonian efektywny

@ Hamiltonian efektywny powinien by¢ przedstawiony w reprezentacji funkcji falowych stanéw,
ktére znajduja sie w punkcie minimum albo maksimum pasma energetycznego

o W ogdlnym przypadku ilos¢ wybranych stanéw w pewnym punkcie I:o moze by¢ wigksza niz
jeden - odpowiednio efektywny hamiltonian przyjmuje postaé macierzy (na przyktad, dla
dwdch wybranych stanéw efektywny hamiltonian - macierz 2 x 2)
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