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Rownanie ciggtosci w hydrodynamice
Zmienne makroskopowe, opisujgce ciecz — gestosc, predkosc,
cisnienie

Zmiana masy cieczy w objetosci V, w jednostke czasu
il
rdV
ot Jv, :

lloS¢ cieczy wychodzgcej z objetosci V, przez jej powierzchnie w
jednostke czasu

PV - dS
JSo
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Wykorzystamy twierdzenie Gaussa

; pv - dS = / div(pv) dV

JVo
= / —(ﬂ — / div(pv) dV
VD J Vo
Rownanie ciggtosci:
df
d—? + div(pv) =0
albo
9,
d? +divy =0

gdzie | j|=pv | — wector gestosci strumienia cieczy




s, Jy DUy,
div(pv) = o (pv) = dﬂ Ve + pai =v-grad p+ pdivv

o

Dlatego rownanie ciggtosci moze by¢ napisano w postaci

dp
Ot

+v- .gradp+pdivv =0

Rownanie ciggltosci gestosci opisuje zachowanie masy.



Matematyka: réozniczkowanie wektorowe

Operator ,nabla” (jest wektorem):

d d 0 9,
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dr dy 0=z dx;
Operator Laplace’a (jest skalarem):
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Twierdzenie Gaussa (przejscie od catki po zamknietej powierzchni do
catki po objetosci, ograniczonej powierzchnig):

A dS = / div A dV 4S: — dV'V,
JSp J Vo

?g adS = / (grada)dV
/S0 JVa

Twierdzenie Stokesa (przejscie od catki po konturze do catki po
powierzchni, ograniczonej konturem):

A dl = / (rot A) - dS
Jlp J 8o



Roéwnanie Eulera

Sita, dziatajgca na objetosc V, cieczy:

F =— 5!( pdS = — / (grad p) dV
JSq .

Vo
Rownanie ruchu (2-ga zasada dynamika Newtona):

q ,
— pvdV = — / (grad p) dV
dt Jy, Jv,
dv |
) — = —orad p

Dla cieczy pred'k'oéc'; v zalezyod riodt: v(rt). Dlatego
dv — ov  dxr, Ov ov
— =4 — = —+(v-V)Vv
dt ot dt dr, Ot ( )

Rownanie Eulera (1755 r.):

ov 1

— 4+ (v-V)v=——gradp
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ot

Rownanie Eulera opisuje ruch cieczy idealnej.




Strumien pedu

Ped jednostki objetosci jest pv. Predkosc¢ zmiany pedu:
0 dp N ov
o "ot T o

Z rownania ciggtosci

Jf
8—;) = —div (pv)
Z réwnania Eulera
0 1
8—: =—(v-V)v — fgradp

—) %pv = —vdiv(pv) — p(v-V)v — grad p



Otrzymane réwnanie zapisane przez sktadowe

0
Ot pui = —v; Vj(pvj) — pviVjv; — Vip
J
@t p-'UE- — —Vj(pyiyj) S VEI)
W wyniku dostajemy réwnanie cigglosci strumienia pedu:
0
Ot pvi = — V11

gdzie I; — tensor gestosci strumienia pedu:

Hij = %p + p"b’i‘b’j

Zostat wykorzystany tensor jednostkowy ¢; , zdefiniowany jak
O =1 przy i=] 1 6; =0 przy i#j



Roéwnanie ruchu cieczy lepkiej

Roéwnanie ruchu Eulera moze by¢ uogolnione

0
Ot pui = — V11
[L; = dijp + pvivy — 035 = 045 + pov;

gdzie o — tensor lepkich naprezen,
0; — tensor naprezen
0ij = —poij + 0y,
Ogodlna postac tensora lepkich naprezen, spetniajgca pewne
warunki fizyczne

2 -
’J;j =] (Vz'"l’j + Vv — 3 Oz’jvk"vk) + §0ij ViU

gdzie n i ¢ — wspotczynniki lepkosci, n>0, >0 (¢ jest nazywane
drugg lepkoscig)



Po podstawieniu tensora lepkich naprezen do rownania Eulera dostajemy:

0 ( v, 4 -UjVj-z;i) =—-Vip+V, {?](V{L‘j + Vjv; — §r5ij V;g-'l,ﬂkﬂ + V,; (Vo)

ot
| przy statych n i ¢ otrzymujemy rédwnania Naviera-Stokesa:

) .
p ( d: +(v-V) V) = —grad p + nAv + (é + g) orad div v

Rownanie Naviera-Stokesa opisuje ruch cieczy lepkiej.

10.



Rownanie Naviera-Stokesa dla cieczy lepkiej niescisliwej
Dla niescisliwej cieczy div v = 0.

W tym przypadku rownanie Naviera-Stokesa przyjmuje postac
(;: +(v-V)v = —%gradg)—l— v AV

gdzie v=nl/p — wspofczynnik lepkosci kinematycznej
(n — wspoiczynnik lepkosci dynamicznej)

Tensor naprezen w cieczy niescisliwej
0i; = —poi; + n(Viv; + V, ;)

W niescisliwej cieczy lepkos¢ opisuje sie tylko jednym
wspotczynnikiem n.

11.



