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Réwnanie ruchu w mechanice klasycznej (Il zasada dynamiki Newtona)
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gdzie 7(t) - tor ruchu czastki, U(F) - energia potencjalna czastki w zewnetrznym polu, 7 = %
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Ciagta linia - funkcja F(t), ktéra jest rozwigzaniem réwnania ruchu

(Rzeszéw University of Technology) Fizyka wspétczesna - Wyktad 2 19 pazdziernika 2023



Dziatanie i lagrangian

o Ruch czastki opisujemy przez zalezno$¢ potozenia czastki od czasu 7'(t)

@ Stan czastki w kazdy moment czasu jest okreslony przez potozenie i predkosé v = 7
(kropka oznacza pochodng wzgledem czasu)

Jak znalez¢ réwnanie ruchu w teorii Lagrange’a?

Wezmiemy dowolna funkcje 7(t), dla ktérej F(t1) = A i F(t2) = 7 i obliczymy dziatanie S

SIF(t)] = / dt L(7,7) (1)

t
gdzie L - funkcja Lagrange'a (lagrangian).
Lagrangian czastki w mechanice klasycznej wybieramy w postaci
mi?

2

—u(?) )

Pierwszy czton miesci zaleznoéé od predkosci v dla matych vV (w mechanice nierelatywistycznej
funkcja skalarna od wektora przy matych 7 moze by¢ tylko v?).

Drugi czton miesci zalezno$¢ od F przez wyrazenie dla energii potencjalnej U(7).
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Zasada najmniejszego dziatania

Dziatanie S[#(t)] zalezy od wyboru funkcji F(t), tzn. S[F(t)] jest funkcjonatem od #(t)
(funkcjonat - funkcja, w ktérej argumentem jest funkcja 7(t) - czyli "funkcja od funkcji").

Zasada najmniejszego dziatania: funkcja 7(t), dla ktérej dziatanie S[F(t)] stanowi minimum, jest
klasycznym torem ruchu czastki:

SSIF(E)] = SIF(t) + 67(¢)] — SIF(t)] =0, 3)

gdzie 67(t) jest dowolnym matym wychyleniem od funkcji F(t) spetniajacym warunek
5?(1.‘]_) = (57(1.‘2) =0.

Podstawiamy (2) w réwnanie (3)

6S[F(t)]=/2dt [L(F+6F‘,'F+6?)7L(F,?)} :/zdt (%ﬁg +%5>

A o R o R A -1 (|

(catkowalismy przez czesci). W wyniku dostajemy réwnanie ruchu w postaci ogélnej

g
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Réwnanie ruchu w mechanice klasycznej

Po podstawieniu (2) w (5) znajdziemy réwnanie ruchu czastki w mechanice klasycznej

mr = % (6)

Symetria i zasady zachowania

o translacja w czasie t — t + §t (jednorodnos¢ czasu) powoduje zachowanie energii

) (M
o translacja w przestrzeni ¥ — 7+ 67 (jednorodnos¢ przestrzeni) powoduje zachowanie pedu

oL
o} =mv 8
P= (8)
@ symetria obrotowa 7 — '+ dd X F (izotropowos¢ przestrzeni) powoduje zachowanie
momentu pedu
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% = 0. Zupetna pochodna lagrangianu

dL oL oL d oL oL d (0L
— = —Vi+ — V| = i———+— V| = —(=—vi), 10
dt Z(ar;v+8viv) Z<V dt8v,~+8v,-v> Zdt(av,'v) ( )

i i i

@ Jednorodnoéé czasu oznacza, ze

. . ) . aL _ d (aL) _
gdzie wykorzystalisSmy réwnanie ruchu 4z — & (W) =0.

@ Mozemy przedstawi¢ réwnanie (10) w postaci réwnania zachowania
dE
— =0, 11
o (11)

gdzie oznaczyliSmy wielkos¢, ktéra jest zachowana na skutek jednorodnosci czasu

oL
E= Z Vi oy L — energia czastki (12)
1
o Podstawiamy w (12) L = "’T"2 — U(F) i dostajemy

mv?
2

=" 4 up (13)
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Ped czastki

@ Jednorodno$é przestrzeni:

oL
OF
@ Z tego réwnania na podstawie réwnania ruchu %é - %(g—é) = 0 dostajemy zasade
zachowania
dp
— =0 14
- (14)
gdzie oznaczyliSmy
oL
p=— — ped czastki (15)
ov _—

o Podstawiamy w (15) L = "’T"z — U(F) i dostajemy

F=mv (16)
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Moment pedu czastki

@ Przy obrocie na kat & wektor wodzacy 7 zmienia sie,

F— F46d X r,

a wektor predkosci
V— V4 0d X V.
@ lzotropowo$¢ przestrzeni oznacza niezmienniczos¢ lagrangianu przy obrocie na dowolny kat
éa
- oL Lo o Lo
fL=— (6@ X P+ — -(daxV)=p - (6@ x F)+p-(dax V)
or ov
. d
:6&~(F‘><5+\7’><;3’):§&~E(F><ﬁ):0 (17)

o Wobec dowolnosci §&@ z réwnania (17) dostajemy zasade zachowania momentu pedu
— =0 (18)

gdzie

M=¢Fxp — moment pedu czastki (19)
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Funkcja Hamiltona i réwnania kanoniczne

o Funkcja Lagrange'a L zalezy od potozenia 7' i predkoéci v = F czastki, L(F, V). Natomiast ped
w teorii Lagrange'a: = 0L/0V.

o Zmiana wspétrzednych (7, V) na (F, p) oznacza przejscie od funkcji Lagrange’a L(7, V) do
funkgcji Hamiltona H(F, p), ktéra takze opisuje mechanike czastki

o Przedstawiamy rézniczke zupetna funkcji Lagrange’a w taki sposéb

oL oL . .
dL(F,V) = ——dFf4+ —dV=p-dF+f-dVv=p-dF+d(F-V) - V-dp (20)
or ov
albo
dH(F,p) = —p - dF + V- dp (21)

gdzie wprowadzili$my funkcje Hamiltona mechaniki klasycznej

H(7B) = 57— L (22)
o Ze wzoru (21) znajdziemy
OH OH
p= 21 7= 2L 23
p o7 V=35 (23)

Réwnania (23) nazywamy réwnaniami Hamiltona (albo réwnaniami kanonicznymi).

2
@ Po podstawieniu lagrangianu L = 75~ — U(F) dostajemy

2
H(F.p) = 2+ U(7) (24)
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