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Roéwnanie ciggtosci w hydrodynamice

Zmienne makroskopowe, opisujacy ciecz (albo gaz) — gestos¢, predkosé, cisnienie p(F, t), V(7 t),
p(F, t). Zmiana masy cieczy w objetosci Vo w jednostke czasu

)
= | pav (1)
ot Vo

llo$¢ cieczy wychodzacej z objetosci Vo przez jej powierzchnie w jednostke czasu

]{ i d3 )
So

gdzie V — predkos¢ makroskopowa.

9 pdV:—}{p\?-dg (3)
ot Vo S
Twierdzenie Gaussa

%p\?’-dg:/ div(p¥) dV (4)
So Vo

/ @dv:—/ div(p?) dV (5)

ot
Vo Vo
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Réwnanie ciagtosci

albo

p)
8—’: +div(p?7) = 0

Op

ot + divf: 0

gdzie f: pV — gestos$é strumienia cieczy.

div(pv) = 9 PVa
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+ V-gradp+ pdivi =0
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Matematyka: rézniczkowanie wektorowe

Operator nabla
g 0 0 19}
V=|—, —, — V; = 10
(8X dy 82) " Ox; (10)

Operator Laplace'a
82 82 o2

A=V.V=V,V;= — + 2+ 2 11
v Ox2 + Oy2 = 0z2 (11)
Oa 0Oa Oa
da=va= (28 95 92 12
grad a a (8x’ ay’ 82) (12)
N - 0Ax OA 0A;
dvA=V- A= il 4 13
v Ox dy 0z (13)
Y B (T o
oy 0z oz Ox Ox Ox
. HE
rotA=| Vv, Vv, V. (15)
A A A,
Twierdzenie Gaussa
]{ﬁ~d§:/ divAdv dS; — dV'V; (16)
So Vo
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Roéwnanie Eulera

Sita, dziatajaca na objetosé¢ Vg cieczy

ﬁ:—% pd§:—/(gradp)dv (19)
So Vo
Réwnanie ruchu
d
— pvdV = — (grad p) dV (20)
dt " Vo
dv
p 7: = —gradp (21)
Dla cieczy predkosé V(7 t)
dv. OV  dxq OV ov
Zv_ Yy Fla VY YV v-V)v 22
gt "ot T dt o ot V)Y (22)
Réwnanie Eulera
ov 1
Al (V-V)V=—=—gradp (23)
ot p
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Strumien pedu

Ped jednostki objetosci jest pV. Predko$é jego zmiany

o _ 0Op._ ov
— v = -2 — 24
T TR (24)
Z réwnania ciagtosci
9]
a{ = —div(p?) (25)
Z réwnania Eulera
ov 1
—vzf(V-V)\?ffgradp (26)
ot p
o P " "
&pv:fvdlv(pv)fp(v-V)vfgradp (27)
7]
gp Pvi = —viVilev)) = pviVjvi = Vip (28)
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0

5PV = =Vji(pviv)) = Vip (29)

Dostajemy réwnanie zachowania pedu

0
5 Pvi = Vil (30)
gdzie I;; — tensor gestosci strumienia pedu

N = diip + pviv; (31)

oraz d;; - tensor jednostkowy, tzn. §;; = 1 przy i = j i d;; = 0 przy i # j.
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Réwnanie ruchu cieczy lepkiej

Dla cieczy lepkiej réwnanie ruchu:

0
5 Vi = Vil (32)

gdzie tensor gestosci strumienia pedu uwzglednia tarcie wewnetrzne (czyli lepkos¢ cieczy)
Ny = 8;p + pvivi — o) = 0jj + pvivj (33)
gdzie oj; — tensor naprezen i Ull'j — lepki tensor naprezen
oij = —pé,-j —+ O'I,-J- (34)

Najogdlniejsza postaé tensora 2-go rzedu spetniajacego wszystkie warunki jest
2
O'I{j =n (V,VJ + Vjv,- - g 5,’jvkvk> -+ {5,‘1' Vi Vi (35)

gdzie n i & — wspdtczynniki lepkosci, ktére sg dodatnie, n > 0, £ > 0. Wspdtczynnik & jest czesto
nazywany druga lepkoscia.

av; 2
P (87‘1/.“ + VJ'VJ'V,') =-Vip+V; |:77(V,'Vj + Vv — 3 djf Vkvk)} + Vi (Evkvk) (36)
Przy statych n i £ otrzymujemy réwnania Naviera-Stokesa
ov . . . n -
p §+(V~V)V = —gradp+nAV+ §+§ grad div v (37)
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Dla niescisliwej cieczy div vV = 0, i réwnanie Naviera-Stokesa przyjmuje postaé
ov

1
— 4+ (V- V)V=—=gradp+ v AV (38)
ot p

gdzie v = n/p — wspdtczynnik lepkosci kinematycznej (natomiast n — wspétczynnik lepkosci
dynamicznej).

Tensor naprezen w cieczy niescisliwej przybiera postaé
ojj = —pé,-j—i-n(V,-vj—l-Vjv,-) (39)

W niescisliwej cieczy lepkos¢ opisuje sie tylko jednym wspdtczynnikiem lepkosci 7).
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