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Ruch czastki nierelatywistycznej w potencjale grawitacyjnym

Przedstawimy dziatanie, ktére sktada sie¢ z dziatania swobodnej czastki masy m i
oddziatywania z polem grawitacyjnym, przedstawionym potencjatem ¢(7)

S(C)zfmc/dsf/m¢>dt:7mc2/ (\/17V2/C2+ qb)dt“, (1)
C c C

c2

gdzie catkowanie wzdtuz linii Swiata czastki pomiedzy punktami czasoprzestrzeni (cti, i) a
(cta, B), ¢(F) - skalarny potencjat pola grawitacyjnego (3D skalar).
Odpowiednio do definicji S(C) = fc L dt znajdziemy z (1) lagrangian czastki w potencjale

grawitacyjnym
L:—mc2(w/1—v2/c2+ ¢>) (2)

2
Réwnanie ruchu %% = % przyjmuje postaé
dp
X = —_mV 3
dt o ©)

gdzie p = 9L/OV = mv//4/1 — v2/c? - ped czastki w mechanice relatywistycznej.
Podstawiajac g do (3) znajdziemy réwnanie ruchu, ktére nie zalezy od masy czastki

d v
- =-V 4
dt /1—v2/c? ¢ )

Przy v < ¢ dostajemy z (4) réwnanie ruchu: dV/dt = —V¢. Jest to réwnanie mechaniki
nierelatywistycznej
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Przedstawienie pola grawitacyjnego przez potencjat ¢(F) nie jest zgodne z mechanika
relatywistyczng poniewaz funkcja ¢(F) nie jest wyznaczona jako skalar w 4-wymiarowe;j
czasoprzestrzeni

Istnieje mozliwo$¢ przedstawienia pola grawitacyjnego przez " zakrzywienie metryki
czasoprzestrzeni” - jesli tensor metryczny gj; zalezy od punktu swiata, tzn. istnieje zaleznos¢
&ij(xi)

Krzywizne czasoprzestrzeni charakteryzuje druga pochodna funkgji gji(x;), ktéra
matematycznie moze by¢ przedstawiona przez tensory krzywizny Riemanna i Ricciego

Przedstawienie grawitacji przez niejednorodny tensor metryczny gij(x;) jest zgodne z zasada
réwnowaznosci mechaniki relatywistycznej:

Whtasnosci ruchu ciat w nieinercjalnym uktadzie odniesienia sg takie same jak wtasnosci
ruchu ciat w inercjalnym ukfadzie w obecnosci pola grawitacyjnego

Powyzsze twierdzenie wigze sie z tym, ze przejscie do nieinercjalnego uktadu odniesienia
mozna przedstawié przez pewny wybdr tensora metrycznego czasoprzestrzeni

Grawitacja wedtug Einsteina opisuje sie jak wptyw zakrzywienia metryki czasoprzestrzeni
na ruch ciata

Jednoczesnie, kazde ciato samo wptywa na zakrzywienie metryki czasoprzestrzeni
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Ruch czastki w krzywoliniowej czasoprzestrzeni

o Szukamy réwnanie ruchu ciata w zakrzywionej czasoprzestrzem z zasady najmniejszego
dziatania wzgledem wariacji trajektorii czastki (linii $wiata), x' — x' + 6x’

o Dziatanie czastki S(C) = —mc fc ds powinno by¢ napisano dla 4-przestrzeni z pewnym
niejednorodnym 4-tensorem metrycznym g;i(x').

o Interwat ds przedstawiamy jak ds = |/gjdx'dx/. Znajdziemy wariacje dziatania

0S(C) = -7 fC (giZ6Xkuiujds+gUui Sdx/ + gijd 6dxi>

Ogjj j 3gu Jo_du o i 08 ko is i dul i
fc< 6x vl — ukuisx 8ij 45 0% — 5kl Wox! — g <o ox' | ds

_ 1 9g; gL gy ik i
mcfc [gu =+ (Bx’j( + oM~ BX,.’) u } dx'ds (5)

dx;
jew =2
gdzie u; =

_ ( 1 v )
ds V1-v2/27 /122
najmniejszego dziatania §S = 0 znajdziemy z (5) réwnanie ruchu czastki w polu
grawitacyjnym

- 4-wektor predkoéci. Korzystajac z zasady

du'
ds
gdzie FJ’.k - wspoéfczynnik koneksji (symbol Christoffela), ktéry zawiera informacje o
zakrzywieniu 4-przestrzeni
ro— lg/m (6gmk " 9gmj agjk)

ko OxJ Ixk  gxm

Fjlk vk = (6)

™
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Matematyka: Krzywizna przestrzeni

@ Zmiana dowolnego 4-wektora A; przy przesunieciu réwnolegtym wzdtuz matego konturu
zamknietego w krzywej przestrzeni

A .
AA; = % % dx) = Y{FEAkde (8)

gdzie byto wykorzystano, ze A;/dx! = r,.ijk - zmiana wektora jest zwigzana z tym, ze
tensor metryczny gj; zalezy od punktu przestrzeni.
o Po przeksztatceniu catki wzdtuz konturu (8) za dopomoga twierdzenia Stokesa

(przeksztatcenie catki po linii krzywej tworzacej kontur w 4-przestrzeni w catke po rozpigtej

na tym konturze powierzchni dwuwymiarowej, dx; — dfk"%) otrzymamy

1 .
AA; = > R Al A (9)

gdzie Af/K jest 4-tensorem powierzchni konturu, natomiast

! arfk arfj ! m ! m
Rl = 5k = 5 T T = ToiT§ (10)

- tensor Riemanna (tensor krzywizny).

o Wprowadzimy takze zwezony tensor krzywizny Ry = R’”k - tensor Ricciego oraz skalarna
krzywizne R = g'* Ry,.
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Dziatanie dla pola grawitacyjnego

o Dziatanie pola grawitacyjnego (skalar, zwigzany z krzywizna przestrzeni)

S, = —
& 167k

—gdQ (11)

gdzie k - stata grawitacyjna, i catkowanie po 4-przestrzeni, dQ = dx%dxdx2dx3.
@ g jest wyznacznikiem tensora metrycznego g;;. Wprowadzenie mnoznika \/—g jest niezbedne

poniewaz wielko$é \/—g d jest niezmiennicza przy przeksztatceniu wspétrzednych x' — x''
(znak minus w \/—g poniewaz g < 0).

@ Obliczenie wariacji dziatania pola grawitacyjnego

el i el 1 i
955(8i) = — 15 5/gkRik —gdQ = (R — EgikR)‘Sgk\/ -gdQ2  (12)

Przy tym obliczeniu byto wykorzystano, ze na mocy twierdzenia Gaussa catke

f B(V gw) dQ), gdzie w!/ = g’kél" - g”érk, mozna przeksztatfci¢ w catke po
hlperp0W|erzchn| przestrzeni, gdZ|e pole graW|tacyjne znika.
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Dziatanie dla materii

o Dla dowolnego uktadu materii (na przyktad, czastek w przestrzeni) dziatanie mozna

przedstawié
1
5, = Z/A Jgda (13)

gdzie A - gestos$¢ funkeji Lagrange'a.
o Wariacja dziatania przedstawiamy w postaci

1 ;
0Sm(gy) = —5- Tidg™\/—g dQ (14)

gdzie Tj, - tensor energii - pedu

rum 2 (ALEN 0 A EN)

a3 ogx  ox a(agik)

ax!

(15)

o Dla ciat makroskopowych tensor energii-pedu zawiera energie € i ci$nienie p elementu
objetosci ciata. W uktadzie odniesienia, w ktérym ciato jest w spoczynku, tensor T
diagonalny, Ty = diag (¢, p, p, p).

@ Przy przejsciu do dowolnego uktadu odniesienia dostajemy tensor energii-pedu ciata
makroskopowego w postaci

Tik = (p+ €)ujux — pgix (16)
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Réwnania Einsteina

o Przedstawimy dziatanie, ktére sktada sie z dziatania pola grawitacyjnego i materii
S = Sz + Sm i obliczymy wariacje wzgledem tensora metrycznego gj;.

Innymi stowy, szukamy " réwnanie ruchu” dla geometrii czasoprzestrzeni

o Korzystajac z (12) i (15) znajdziemy

3 1 8wk i
05 =~ (Rix — S8R — Ti)0g™ /g dQ (17)

@ Na podstawie zasady najmniejszego dziatania S = 0 znajdziemy réwnania Einsteina dla pola
grawitacyjnego
1 8k
Rix — - gikR = — Ti (18)
2 c

Sa to podstawowe réwnania ogdlnej teorii wzglednosci.
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Fale grawitacyjne

o Réwnanie Einsteina w prézni (T = 0):
1
Rix — > gikR =0 (19)

o Whprowadzimy tensor hj, ktéry opisuje stabe zaburzenie metryki galileuszowskiej (ptaskiej),
0
tzn. gk = g,-(k) + hik.

@ Przy zatozeniu, ze hj jest stabym zaburzeniem mozna obliczy¢ symbole Christoffela FL,,
tensor Riemanna Rjxm, tensor Ricciego Rjc i krzywizne R.

@ Po podstawieniu Rj i R do (19) réwnanie pola grawitacyjnego w prézni przyjmuje postac
192\
(A_Zﬁ)hf =0 (20)
gdzie A - operator Laplace'a w 3D. To s3 réwnania falowe dla metryki czasoprzestrzeni.

Fale grawitacyjne, podobnie jak i elektromagnetyczne, rozprzestrzeniaja si¢ w prézni z
predkoscia Swiatta.
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Pole grawitacyjne o symetrii centralnej

o Zatézmy, ze pole grawitacyjne ma symetrie centralng. W tym przypadku interwat
przedstawiamy we wspétrzednych sferycznych (ct, r, 6, ¢)

ds? = eV c2dt? — e*dr? — r3(d6? + sin® 0 d?) (21)

gdzie v(r, t) i A(r, t) - pewne funkcji odlegtosci od $rodka pola r i czasu t. Odpowiednio,
rézne od zera skfadowe tensora metrycznego

A 2 2.2
goo=¢€", gi1=—e", gn=—r", gg=—r-sin“f

@ Roéwnania Einsteina w prézni z taka metryka mozna rozwigzac¢ $ciste. W tym celu trzeba
obliczy¢ skfadowe tensora I}, oraz tensora Ricciego R, i podstawi¢ w réwnania Einsteina w
prézni (19). W wyniku otrzymujemy

er=er=1-% (22)
r

gdzie rg = 2mk/c2 - promien grawitacyjny.

Przy scatkowaniu réwnan Einsteina byta wybrana stata catkowania w taki sposéb, ze dla
duzych odlegtosci metryka jest newtonowska.

o Podstawiamy (22) w (21) i dostajemy metryke Schwarzschilda - metryke czasoprzestrzeni o
symetrii centralnej

2
ds? = (1 - r*g)czd# L PR(sin?0d? + d6?) (23)

r 1- &
r
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Zapadanie grawitacyjne i czarne dziury

o Metryka Schwarzschilda (23) daje opis pola grawitacyjnego przy r > rg. Przy tym nie ma
mozliwosci ciagtego przejécia od r > rgy do r < ry poniewaz w tych zmiennych w punkcie
r = rg tensor metryczny jest rozbiezny.

@ Osobliwo$¢ metryki mozna usunaé stosujac metryke niestacjonarng

dR? 3R — cr)74/3
2_ 2,2 |2 2 2 2
ds® = cdr A2/ [ 5 } (d6° 4 sin“ 0 dp?), (24)
5]
gdzie wprowadziliémy zamiast (ct, r) nowe wspétrzedne czasowe i przestrzenne (c7, R)
1/2d d
cT =ct+ (rg/r)iry R=ct+ . A— (25)
L—rg/r (1 —rg/r)(rg/r)}/?

Zmiana wspdétrzednych oznacza przejscie do innego uktadu odniesienia.

o Linii Swiata czastek spoczywajacych w uktadzie wspétrzednych z r = const znajdziemy z
réwnania R — cT = i’l/z = const - s3 to linii proste, ktére opisuja poruszajace sie czastki.
r,
g
o W niestacjonarnej metryce (24) przy r < rgy zadne czastki nie moga by¢ nieruchome.
Wszystkie sygnaty rozchodzace w kierunku centrum, osiagaja je po skonczonym odstepie
czasu wtasnego T.
@ Powierzchnia Schwarzschilda r = rgy nazywa si¢ horyzontem zdarzen. Ciato o promieniu

r < rg kurczy sie czyli powinno sie grawitacyjnie zapadac.

o Poniewaz zapadaja sie ciato nie wysyta sygnatéw na zewnatrz, nazywa sie takie ciato czarna
dziura.
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T (’/0 Ao 7%

o

N / I
/ / R=const R
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Kosmologia

o Dziatanie pola grawitacyjnego moze byé uzupetnione przez wtaczenie dodatkowego cztona

Ang——/\/ —g dQ (26)

gdzie \ - stata kosmologiczna. Przy tym réwnanie Einsteina otrzymuja poprawke

1 8mk
Rik — 5 Rk = —~ T + Agi (27)
2 c

o W duzych obszarach czasoprzestrzeni stata kosmologiczna X istotnie wptywa na rozwiazanie
réwnan, ktére opisuja $wiat jako catosé

o Woprowadzenie do funkcji Lagrange’a statej oznacza, ze my przypisujemy czasoprzestrzeni
pewna krzywizne, ktéra nie jest zwigzana z materia

@ Przy A > 0 my mamy przestrze o statej dodatniej krzywiznie (na przykfad, maksymalnie
symetryczna przestrzen de Sittera), przy A < 0 - przestrzen o ujemnej krzywiznie (na
przyktad, maksymalnie symetryczna przestrzen anti-de Sittera - ADS). Przy A\ = 0 przestrzen
jest "ptaska”.
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Rozszerzajacy sie Wszechswiat

Dla niestacjonarnej metryki promien krzywizny zalezy od czasu. Przy tym odlegtosci
przestrzenne miedzy wszystkimi punktami $wiata zmieniajg si¢ z czasem.

o Dane astronomiczne potwierdzili, ze odlegtosci przestrzenne liniowo wzrastajg z czasem, o
czym méwi prawo Hubble'a: v = Hyr, gdzie v - predko$¢ ucieczki dalekiej galaktyki, r -
odlegtos¢ do niej, Hp - stata Hubble'a

"Ucieczka" galaktyk oznacza rozszerzajacy sie Wszechswiat. Przy tym obserwujemy

przesuniecie wszystkich linii widma $wiatta ku czerwieni - na mocy zjawiska Dopplera dla fal

elektromagnetycznych

o Dlatego teraz dominuje teoria wielkiego wybuchu (Big Bang): okoto 14 mld. lat temu
wytonit Wszechswiat - narodzita si¢ materia i czasoprzestrzen

o W momencie wybuchu Wszechs$wiat byt bardzo goracy, potem temperatura powoli spadata, i

teraz my mozemy obserwowaé wypromieniowanie dtugosci fali 1,1 mm, ktére odpowiada

temperaturze Wszechswiata okoto 3 K.
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Efekty kwantowe

o Metryka, ktéra jest rozwigzaniem réwnania Einsteina, jest wynikiem teorii klasycznej
(mechaniki Lagrange'a) i nie uwzglednia efektéw kwantowych

o Fluktuacje kwantowe daja mozliwo$¢ obserwacji pewnego wypromieniowania wychodzacego z
czarnej dziury (S. Hawking)

Niewyjasnione pytania

Jaka jet wartos$¢ statej kosmologicznej A?

Czy rozszerzenie Wszech$wiata bedzie trwato bez konca? Moze po rozszerzeniu nastapi
$ci$nienie? Albo oscylacje?

Czy istnieje "ciemna materia”, ktéra jest odpowiedzialna za krzywizne czasoprzestrzeni?

Jaka jest topologia czasoprzestrzeni? Czy istnieja tuneli czasoprzestrzeni (wormholes)?

o Jaka jest wymiarnos¢ naszej przestrzeni D7
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