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Elektrodynamika klasyczna

Tensor pola elektromagnetycznego

o Wprowadzimy antysymetryczny 4-tensor pola elektromagnetycznego

Fo— 8Aj _ 0A;
: Oxi O

1)

gdzie A; - 4-potencjat pola

1

= —

o Korzystajac z tego, ze A; = (¢, —A) i definicjami E=—-Vo-— %% B =rot A,
przedstawimy tensor pola elektromagnetycznego jak macierz

0 E E E

' -Ec 0 -B, B,

i=\ -, B, 0 -B. (2)
-E, -B, B. 0

Jak wida¢ z tego wyrazenia, 4-tensor pola elektromagnetycznego sktada si¢ ze sktadowych
pol elektrycznego E i magnetycznego B.

Wzér dla Fii rézni sie od (2) znakiem E.
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Dziatanie dla pola elektromagnetycznego

@ Wyrazenie dla dziatania pola wybieramy jak skalar, ktéry zalezy od pochodnych
4-potencjatu, tzn. od 4-tensora pola elektromagnetycznego

Spola = FiFU dQ, (3)

" 167c

gdzie catkowanie po 4-przestrzeni, dQ = c dt d3r, wspétczynnik w (3) jest okreslony przez
wybrany uktad jednostek (korzystamy sie uktadem Gaussa).

o Podstawiajac (2) w (3) mozemy znalezé

Spols = /(E2 - B%) d*rdt (4)
8m

o Odpowiednio lagrangian pola elektromagnetycznego

1
Lpots = o /(E2 - B?)d3r (5)
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Dziatanie pola w ukfadzie z elektronami

Korzystajac z zasady najmniejszego dziatania znajdziemy pole elektromagnetyczne w uktadzie z
pewnym rozktadem poruszajacych sie elektronéw.

@ Zaczynamy od dziatanie pola elektromagnetycznego przy jego oddziatywaniu z n elektronami

e ; 1 i
S=—- Aidx' — —— F;FYdQ, 6
CZ/C x 167rc/ v (6)
n n

gdzie pierwszy czton opisuje oddziatywania pola z elektronami, kazdy z ktérych przemieszcza
sie¢ wzdtuz pewnej linii $wiata C, w czasoprzestrzeni.

o Woprowadzimy 4-wektor gestosci pradu elektrycznego

; dx’
g ’ 7
J'=r— )
gdzie p - gestos¢ fadunku elektrycznego. Poniewaz x" = (ct, F), ze wzoru (7) wynika, ze
i'= (cp, p¥).
@ Réwnanie (6) mozemy przedstawi¢ w postaci
Py AijidQ — L [ FFian (8)
c? ; 167c v ’
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Roéwnania Maxwella

@ Znajdziemy wariacje dziatania (8) przy wariacji potencjatu pola, A" — A7 + §A!

1 1 .. 1 . (O0A; 1 1 .. 1 OFU
5§ =-= = j'6Ai+ —FYs J.)}dQ:f— (7 i+ — .>5A-d$2 9
c/ |:cj '+87r (Bx’ c cJ Jr47r oxJ ' ©)
(wykorzystaliémy Fi = —FJii| przecatkowaliémy przez czesci i zatozyliémy, ze na granice

obszaru catkowania pole znika).
@ Warunek najmniejszego dziatania S = 0 sugeruje réwnanie dla pola

i 4r .
ojFT = 2L ji (10)
c
Korzystajac z wyrazenia (2) dla 4-tensora pola znajdziemy z (10)
. . 10E 4Arm-
div E = 47p, rotB=~- — + Ij, (11)
c Ot c

gdzie f: pV - wektor gestosci pradu w 3D. Réwnania (11) — réwnania Maxwella.
@ Jeszcze dwa réwnania Maxwella
- - 108
dvB=0, rotE=--"" (12)
c Ot

wynikaja bezposrednio z definicji B=rotAoraz E= -V — %Btﬁ przy dziataniu na nich
operatorami div i rot.
(Dla dowolnego pola wektorowego F(F) ma miejsce div rot F = 0. Dla dowolnego pola
skalarnego ¢(F) bedzie rot grad ¢ = 0).
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Fale elektromagnetyczne

Pod nieobecnos$¢ tadunkéw i pradéw, p =0, j=0, réwnania (11),(12) opisuja swobodne pole
elektromagnetyczne

- -~ 10E - -~ 10B
divE =0, rotB=~-—, divB =0, rotE = —~— (13)
c Ot c Ot
Korzystajac z drugiego i czwartego réwnania (13) znajdziemy
= 1 82E - 1 828
rotrotE:—gﬁ7 rotrotB:—éﬁ (14)
Poniewaz dla dowolnego pola wektorowego ]?(F) ma miejsce rot rotF = —AF + grad divF

(gdzie A - operator Laplace’a), z uwzglednieniem pierwszego i trzeciego réwnania (13) dostajemy

= 1 0%E = 1B
AE+ —— =0, AB+ —— =0, 15
+ c? ot? + c? Ot? (15)
Rozwiazaniem (15) s3 fale ptaskie
E=E eik-F—iwt B=8, elk-F—iwt (16)

gdzie wektor falowy Ki czestos¢ kotowa w sa zwigzane liniowo, w = ck.

Po podstawieniu (16) do (15) znajdziemy, ze wektory E, E, B s3 prostopadte do siebie, i Ey = By.
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