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Wstep: Kwantyzacja

Kwant - elementarna porcja. Jest zwigzana z wielkoscia, ktéra istnieje tylko w pewnych porcjach

Hipoteza Einsteina: $wiatfo jest skwantowane (istnieje w elementarnych porcjach - kwantach
Swiatta)

Foton - kwant $wiatfa

Energia fotonu E = hv

Ped fotonu p = h%’ = g

Stata Plancka h =6,63-1073% J.5s=4,14.10 % eV - s
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Zjawisko fotoelektryczne

Eksperyment:

. . .. , . Swiatfo
- Kinetyczna energia wybijanych elektronéw nie
zalezy od natezenia $wiatta elektron
- Istnieje zalezno$¢ energii elektronéw od /
czestosci \ ©F,
- Progowa dtugos¢ fali Ao = ¢/vp nie zalezy od

natezenia $wiatta

Zjawisko fotoelektryczne nie jest zgodne z

fizyka klasyczna ﬁw. widz- nadfiolet

Réwnanie Einsteina - zachowanie energii w Z 10
zjawisku fotoelektrycznym 3
£
hy = Ek,max + 0] % 20
=
gdzie ® -praca wyjscia elektronu g 10| czestottiwost
. s progowa ¥y SETT T T
Fizyka kwantowa wyjasnita zjawisko i
fotoelektryczne 0, ! 3 g 10 12
( da Nobl 1921) czgstotliwosé Swiatla padajacego v [10' Hz]
nagroda Nobla,
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Doswiadczenie Comptona

¥ detektor
padajace
foton promieniowanie
tentgenowski | o rentgenowskie Tozproszone
== S=0 promieniowanie
B A rentgenowskic
T
przed .
szezeliny
kolimujace
foton
rentgenowski
1' - ..
. Zachowanie energii i pedu:
/8 ,
‘{:Iektmn hv = hv' 4+ E

po 1_5 h
= ¥ cos ¢ + ymv cos 6

> >

h
Przesuniecie Comptonowskie 0= _;sing +ymvsin0
zalezy od kata ¢ A
h dzie v = ——L— (wsp&tczynnik Lorentza
A= (1= cose) gdzie v = =5 (wspotczy )
mc
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Elektrony i fale materii

Swiatfo jako fala w do$wiadczeniu Younga

prazki
interferencyjne

Swiatfo jako czastka w doswiadczeniu fotoelektrycznym i rozpraszaniu Comptonowskim

Kazda czastka takze jest fala, ale energie i ped przekazuje w postaci czastki (L. de Broglie,
1924)

Dtugoéé fali de Broglie: A = g

Eksperyment potwierdza dualizm korpuskularno-falowy materii
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Interferencja elektronéw

Powstanie obrazu interferencyjnego wywotanego wigzka elektronéw przechodzacych przez dwie
szczeliny

Fale materii s3 falami prawdopodobienstwa
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Tory czastek w komorze pecherzykowej

Tory natadowanych czastek (do$wiadczenie Alvareza) - jeden z dowoddéw na korpuskularng nature
materii
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Podsumowanie

o Efekt fotoelektryczny (wybijanie elektronéw z powierzchni metalu pod wptywem pola
elektromagnetycznego) nie jest zgodny z fizyka klasyczna: strumieh wybijanych elektronéw
od powierzchni nie zalezy od natezenia pola, natomiast zalezy od czestosci fali
elektromagnetycznej, a dla matych czestosci (nize granicznej) nie ma wybijanych elektronéw

@ Wyjasnienie efektu fotoelektrycznego (A. Einstein, 1915) polegato na tym, ze energia, ktéra
dostaje elektron w wyniku oddziatywania z fala elektromagnetyczna, to jest energia czastki,
nazywanej fotonem, E = hw, gdzie w - czesto$¢ kotowa fali elektromagnetycznej, h = h/27 -
stata Diraca, h - stata Planka (1900). Inymi stowy, fala elektromagnetyczna - to strumien
fotonéw

o Efekt Comptona (rozpraszanie promieniowania rentgenowskiego na elektronach) takze nie
jest zgodny z fizyka klasyczna: czestotliwo$¢ fali promieniowania zmienia sie przy
rozpraszaniu na elektronie

o Wyjasnienie efektu Comptona - w wyniku rozpraszania fotonu na elektronie prawa
zachowania energii i pedu dla zderzenia fotonu i elektronu powoduja zmiane energii E
fotonu, ktéra jest zwigzana z czestoscig pola elektromagnetycznego, E = hw

o Istnienie atoméw, w ktérych elektrony poruszaja sie po orbitach wokét jadra nie jest zgodne
z fizyka klasyczna poniewaz elektron w ruchu obrotowym powinien wypromieniowaé fale
elektromagnetyczne (przy tym energia elektronu maleje i elektron spada na jadro)

o Wyjasnienie trwatosci atoméw (N. Bohr, 1920): moment pedu w ruchu elektronu jest
skwantyzowany. Innymi stowy, tylko pewne orbity dla ruchu elektronu moga istnie¢ (nie ma
ciagtego przejécia elektronu z jednej orbity na druga)
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Dualizm w mechanice kwantowej

Dualizm czastka - fala

@ Pole elektromagnetyczne mozna przedstawié jak strumien fotonéw. Doswiadczenie Younga
(interferencja fal przechodzacych przez dwie szczeliny) méwi nam o tym, ze pole
elektromagnetyczne jest fala. Natomiast w doswiadczeniu Comptona i w efekcie
fotoelektrycznym pole elektromagnetyczne przedstawiamy przez fotony

o Okazato sig, ze kazda czastke (na przyktad, elektron) mozna przedstawi¢ fala, dla ktérej
takze ma miejsce zjawisko interferencji (doswiadczenie Younga z elektronami). To sa fali
materii albo fali prawdopodobienstwa

Funkcja falowa elektronu W (7, t) jest amplituda prawdopodobieristwa tego, ze w moment czasu t
elektron znajduje sie w punkcie przestrzeni r. Funkcja falowa jest wielko$cig zespolona.

Funkcja |W(F,t)|2 = W*(7,t) U(F, t) jest prawdopodobiefistwem tego, Zze w moment t elektron
znajduje sie w punkcie 7.
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Matematyka: liczby zespolone

Definicje

Liczba zespolona z ma posta¢:
Z—ra b

gdzie a, b s3 rzeczywiste,

i jest liczba urojona: i2 = —1
z* — liczba sprzezona do z:
z¥=a—ib

Wartosé bezwzgledna liczby z:

|z| = vz z*

@ |z|?2 = (a+ib)(a—ib) = a*+b?
@ Postaé geometryczna:
z = |z|(cos® + isin ) = |z|e"

Ptaszczyzna liczb
zespolonych

np. pierwiastki liczby —1:
i = eiTr/Z = efiﬂ'/Q
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Nierelatywistyczna mechanika kwantowa

o Stan czastki kwantowe] (elektronu) opisuje réwnanie falowe mechaniki kwantowej
ih— = AV (1)

gdzie W(F, t) - funkcja falowa, i = h/2m - stata Diraca, h - stata Plancka,

~ 2 o2 9? 0?
H=—-—A+U(F), A= —+—+— 2
2m (") oOx2  Oy?  0z2 (2)

A - operator Hamiltona (hamiltonian), w ktérym m - masa elektronu, A - operator Laplace’a,
U(F) - energia potencjalna. Pierwszy czton w (2) - operator energii kinetycznej elektronu.

o Funkcja falowa w postaci W(F,t) = e~ /Et/Ty)(F) opisuje stan stacjonarny, w ktérym energia
E jest zachowana. Przy podstawieniu tego wyrazenia do (2) dostajemy réwnanie
Schrédingera dla stan6éw stacjonarnych - réwnanie dla funkgji ¥(F)

Ay = Ev (3)

o |¢(F)|?dQ - prawdopodobiefistwo znalezienie czastki w objetosci dQ2 poblizu punktu F.

Z réwnania (3) wynika, ze 1(F) i E - funkcja wtasna i warto$¢ wtasna operatora A. Dlatego
H nazywamy operatorem energii, a funkcja wtasna tego operatora opisuje stan, w ktérym
energia ma pewng wartos¢.

o Wielkosci fizyczne przedstawiamy w mechanice kwantowej przez operatory. Operator pedu:

f)': —ihﬁ, operator potozenia czastki 7= F, operator momentu pedu M=Fx ;QJ’
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Jama potencjatu (elektron w putapce)

o Wezmiemy 1D hamiltonian elektronu w postaci

H:—%:—Z—FU(X), U(x):{ O‘L mffﬁ (4)
L - szeroko$¢ studni potencjatu.
o Przy |x| < L/2 réwnanie Schrédingera
REy o
ma rozwigzanie
Y(x) = Ce™ + Ge ™, |x| < L/2 (6)

gdzie Gy i G, - state.
o Przy |x| > L/2 rozwigzaniem réwnania (4) jest ¥(x) = 0.
o Ciagtosé funkeji ¥(x) przy x = :I:% ma miejsce, jesli w réwnaniu (6) ¥(x = :I:é) =0.

Z tego dostajemy G/ Ci = —e kL i k = k,, gdzie k, spetnia warunek knl/2 = nm/2,
n=12 ...
o Zamiast (6) dostajemy
Un(x) = Csinlka(x + L/2)],  |x| < /2, kn = /L )
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o Wielkoé¢ |1n(x)|?dx powinna byé prawdopodobieristwem znalezienia elektronu w przedziale
dx. Dlatego wprowadzimy warunek unormowania funkcji ¥ (x)

/ |thn(x)[Pdx = 1 (8)

s3]

Po podstawieniu (7) do (8) dostajemy réwnanie dla statej C

L
C2/ sin2(knx) dx = 1, 9)
0
skad C = +/2/L.

o Po podstawieniu (7) w réwnanie (5) dostajemy energie elektronu w n-stanie z funkcja falowa

¥n(x)
E, = h2k2 _ 2r2n?
2m 2ml2

(10)

Wynik ostateczny: Elektron w studni potencjatu moze znajdowac sie w stanach, przedstawionych
funkcja falowa

Un(x) = /2 sinlkn(x + L/2)].
Liczba kwantowa n = 1,2, ... numeruje stany elektronowe. Energia elektronu w stanach n(x)
przyjmuje dyskretne wartosci (10).
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gestosé prawdopodobienstwa

na $eiankach musi byé
réwna zeru
n=1
vi
0 I
0 50 100
x[pm]
U(x)
n=2
vi
E U(J 50 100
) x [pm]
E n=3
1
L2 Lz * 0 '
0 50 100
x[pm]
n =15
vis
OD 50 100
x [pm]
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Prostokatna jama potencjatu

@ Rozwazmy 1D hamiltonian elektronu z potencjatem U(x) o ograniczonej wysokosci
5 m d 0, |x<L/2
A v, u={ & S (1)

i znajdziemy rozwigzanie réwnania Schrodingera (I:I — E)4 = 0 dla energii E < Up.
o Przy |x| < L/2 réwnanie (H — E)t) = 0 przyjmuje postaé

B d?
—— ——E)y=0 12
( 2m dx?2 )d} (12)
i ma rozwigzanie
P(x) = Ce™ + Ge ™ x| < L/2 (13)
gdzie liczba falowa k = v2mE /h.
o Przy x > L/2 rozwigzaniem réwnania
2 d?
—— — 4+ U —E)yYy=0 14
( 2m dx? o )7’/) (14)

jest ¥(x) ~ e"*, gdzie k = ++/2m(Uy — E)/h. Wybieramy rozwiazanie dla k ze znakiem
"minus” poniewaz w przeciwnym przypadku funkcja falowa rosnie przy x — oo i nie moze
by¢ unormowana. Wiec, ogdlnym rozwigzaniem dla x > L/2 jest

P(x) = Ge™, x> L/2 (15)

gdzie k = —y/2m(Uy — E)/R i C3 - stata.
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Analogicznie znajdziemy rozwigzanie dla x < —L/2,
P(x) = Ge™ ™, x < —L/2 (16)

W tej postaci funkcja falowa (16) spada przy x — —oo.

Potencjat U(x) jest symetrycznym, tzn. nie zmienia sie przy x — —x. Dlatego rozwigzaniem
réwnania Schrodingera jest funkcja falowa, ktéra jest symetryczna, 1(x) = ¥(—x), albo
antysymetryczna, ¥ (x) = —¢(—x).

Symetryczna funkcja falowa. Funkcja (13) bedzie symetryczng jesli C; = G. Przy tym w
(15) i (16) trzeba wzia¢ C3 = C4. W wyniku dostajemy

Cze™1X, x < —L/2
Ps(x) =< 2Cicos(kx), |x|] < L/2 (17)
Czef™X, x> L/2

Ciagtosé funkeji ¥(x) w punktach x = +L/2 ma miejsce pod warunkiem

kL
2C; cos 5= Cze®t/? (18)
skad dostajemy KL
G = 2C1€7HL/2COS? (19)
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o Pochodna dv)/dx ma ciagtosé w punktach x = +L/2 jesli jest wykonano

kL
2kCysin — = —KCze"t/? (20)
o Po podstawieniu (19) do (20) dostajemy réwnanie
kL k
kL _ k. 21
€ Tl (21)

albo

LvV2mE E
tg 1 = (22)
2h Ug— E

Réwnanie (22) okresla dopuszczalne wartosci energii symetrycznych stanéw EJ, gdzie n -
liczba kwantowa.
@ Antysymetryczna funkcja falowa. Analogicznie do poprzednich obliczen znajdziemy

—Ge "™, x<—LJ)2

Ya(x) =< 2Cisin(kx), |x| < L/2 (23)
CzerX, x> 1L/2
gdzie
kL
C = 2C1e”"‘/2 sin > (24)

@ Réwnanie dla energii antysymetrycznych stanéw E7

LVamE E 25)
& on T \VWw-E
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U(x) L~ o ———
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Podwdjna jama

o Rozwazmy teraz dwie identyczne jamy potencjatu o ograniczonej wysokosci, ktére znajduja
sie na bardzo duzej (prawie nieskorficzonej) odlegtosci. Kazda z tych jam potencjatu moze

by¢ opisana przez funkcje falowe ¥n(x — x;), gdzie x; - potozenie jamy, i = 1,2. Oznaczymy
funkcje falowe stanu podstawowego 1o(x — X;), a energie tego stanu w kazdej z tych studni
przez Ep.

@ Przy zblizeniu jam mamy do rozwigzania réwnanie Schrédingera z potencjatem U(x), ktéry
miesci 2 jamy. Rozwigzaniem nie bedzie ani funkcja falowa 1p(x — x1) ani 1o(x — x2). Jest to
zwigzane z naktadaniem sie funkcji falowych.

o Na duzej odlegtosci rozwigzaniem réwnania Schrodingera sa superpozycji funkgji

Ps(x) = [1/10(X —x1) + Yo(x — Xz)} (26)

%\

$a(x) = = [tholx = x1) — ¥ol(x —x2)] (7)

Sl

@ Energii elektronu w stanach Es i E, s3 rézne i zaleza od odlegtosci R = |x2 — x1|. Przy tym
E; < Es. Rozszczepienie poziomu energii Eg na Es i E; mozna oszacowad jak

B~ By = 2 4o(%) U4(%) (28)
gdzie X = (x1 + x2)/2.

o W stanach 1, i ¢s elektron nalezy jednoczesnie do dwéch jam. Nazywamy to splataniem
kwantowym.
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Przechodzenie czastki przez bariere potencjatu

w ujgein klasycznym elektron

@ Rozwazmy zderzenie elektronu z barierg grubosci L. ma energig niewystarczajaca
Hamiltonian ma postaé do przejicia przez barierg
cnergia
" "2 d?
H=—-——+4+U(x 29
2m dx? ) (29) Ty
i | —Eg1—p [Em  __ __
gdzie elektron
0, x <0
Ux)=< Uy, 0<x<L (30)
0, x> L 0 L X

o Rozwiazanie réwnania Schrédingera (H — E) ¢(x) = 0 przy E < Uy

el 4 re—ikx, x <0
P(x) = Ce "™+ Ge™, 0<x<L (31)
t efkx x>L

gdzie k = vV2mE/h, k= +/2m(Uy — E)/h

@ Z lewej strony my mamy 2 fali: padajaca i odbita. Z prawej strony od bariery dostajemy fale
biegnaca w prawo, ktéra odpowiada przejsciu elektronu przez bariere potencjatu.

To jest efekt tunelowy - czastka o energie E < Up przechodzi przez bariere potencjatu.
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o Warunek ciagtosci funkcji falowej (31) oraz jej
pochodnej w punktach x =0 i x = L daje nam 4
réwnania dla wyznaczenia statych r, t, C;, C5. Dla

ge;s_loéé .
amplitud odbitej fali r i przechodzacej fali t prowmdopodobiensma il

znajdujemy
k2 2) sinh(xL
- ( .+n)sm (l-i) (32) s ] 3
(k? — k2)sinh(kL) + 2ikk cosh(kL)
2ikk e~ kL
t= - - (33)
(k? — k2) sinh(kL) + 2ikk cosh(kL)
F4
o Wielkoici R = |r|?> i T = |t|?> nazywamy y, :
wspotczynnikami odbicia i przejscia
Z réwnan (32) i (33) znajdziemy o
2. 4272 d
R (Z;kz) sinh?(kL) (34) ostrze
1+ (,1242,;22)2 sinh?(kL)
~ 1 powierzchnia
T = 5 (35)
+k2)2 .
1+ ('imzkz) sinh? (kL) Skaningowy mikroskop tunelowy
ST™M
o Jak wida¢ z (34),(35) jest wykonane réwnanie ( )
R+T=1 (36)
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Splatanie kwantowe i tunel przestr

Istnieje pewne podobiefstwo (dualizm
holograficzny) efektu splatania w mechanice
kwantowej i efektu tunelowania przestrzennego
w ogdlnej teorii wzglednosci:

Quantum physics
Aholographic wormhole
inaquantum computer

Adam R. Brown & Leonard Susskind

Asystem of nine quantum bits has been used to simulate
astate known as a holographic wormhole, a concept that
features in attempts to reconcile quantum mechanics with
the general theory of relativity. See p.51

Nature | Vol 612 | 1 December 2022

Left half of Right half of
quantum quantum
state Quantum state

entanglement
(] () )
\! )

Holographic

Emergent
wormhole

Left exterior Right exterior
region region

Figure 1| Anemergent wormhole ina quantum
computer. Quantum systems can display a
non-classical pattern of correlations, even

when the parts are separated by long distances,
because of a property known as quantum
entanglement. The holographic principle tells us
that some non-gravitational quantum states have
analternative description in terms of higher-

| states. This all
holl hic dual.

| isknownasa

Jafferis etal.’ generated a certain highly entangled
quantum state between the two halves of a quantum
computer, chosen so that its holographic dual isan
entity known as an ‘emergent wormhole” stretched
between two exterior regions. They then simulated
amessage traversing this wormhole.
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Matematyka: operatory

o Operator 4 przedstawiamy przez dziatanie na dowolna funkcje, 41(F) = ¥o(F).

o Jesli w wyniku dziatania operatora 4 na funkcje ¢(F) dostajemy taka sama funkcje,
przemnozona na wspdtczynnik a, d¢(F) = ayp(F), to ¥(F) i a nazywamy funkcja wtasng i
wartoscig wlasna operatora 3.

° Operatory mozna dodawa¢, =4+ b=Db+ 4, lub przemnozy¢, € = 5b. Dziafanie operatora
5b na dowolna funkcje (F) jest okreslono jak dziatanie operatora 4 na funkcje bw(F') Dla
dowolnie wybranych operatoréw 4b # ba.

o Operator [4, b] = 4b — ba nazywamy komutatorem operatoréw 4 i b.

o Jesli [4, B] = 0 operatory 4 i b komutuja. Funkcje wtasne tych operatoréw s takie same.

o Wprowadzimy wartoé¢ érednia a wielkoéci fizycznej a, przedstawionej operatorem &, w stanie
opisywanym funkcja ¥(F):

- [@rv@ave,

gdzie catkowanie odbywa sie po 3D przestrzeni i funkcja ¥(F) jest unormowana réwnaniem
[ Priv@)? =1.

o Zdefiniujemy hermitowsko sprzezony operator 47 réwnaniem

J PR = [ dPry*(7) [a (D).
o Jedli 4 = 4T, operator 4 nazywamy operatorem hermitowskim. Wartoéci wtasne operatoréw
hermitowskich - wielkosci rzeczywiste (w temu mozemy upewnic sie, jezeli wybieramy 1) jako
funkcje wiasne operatora 3).

W mechanice kwantowej operatory wielkosci fizycznych sa hermitowskimi.
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Operatory potozenia i pedu

o Skfadowe operatoréw potozenia 7; = r; i pedu p; = —ihV; nie komutuja miedzy soba. Na
przyktad,
[Px, X] = —ihgix x4+ ihxgix = —ih— ihxgix + ihx(;ix = —ih 37)

czylil [B;, ] = —ih. Natomiast [§;, /] = 0 dla i # j.
@ Réwnanie (37) stanowi zasade kwantyzacji uktadu klasycznego:

2
Funkcja Hamiltona H(p, F) = g—m + U(F), ktéra opisuje dowolny uktad klasyczny, przy
przejsciu do opisu kwantowego powinna by¢ przedstawiona operatorami potozenia i pedu z
prawem komutacji [§;, fj] = —ihdj;.

o Zwiazek miedzy wielkosciami fizycznymi mechaniki klasycznej nie zmienia sie przy przejsciu
do przedstawiania przez operatory w mechanice kwantowej. Na przyktad,

p? o PP
H(p, r) = ﬂJrU(F) = H= ﬂﬂLU(F) (38)

LSkorzystamy sie z tego, ze %xw = %1,/; —+ x% =(1+ x%) % chyli %x =1+ x%
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Przeksztatcenia symetrii

Rozwazmy elektron w polu pewnej symetrii, tzn. U(F) jest funkcja pewnej symetrii

Przyktad: Potencjat jadra ma symetrie kulista i opisuje sie funkcja U(r) - energia elektronu
zalezy od jego odlegtosci do jadra. Symetria kulista oznacza, ze przy dowolnym obrocie,
sparametryzowanym przez wektor R (klerunek R - kierunek osi obrotu, dtugosé R- kat
obrotu uktadu wspétrzednych wokét punktu 7= 0) funkcja U(r) nie zmienia sie.

Przy dowolnym przeksztatceniu R funkcja falowa transformuje sie, ¥(7) — 1/:(?) = Aﬁ Y(r),
gdzie 'IA'ﬁ - operator przeksztatcenia
Operator, odwrotny do T oznaczymy T-1.z definicji, Ti-1=7-17T=1

Warunkiem tego, ze przy transformacji T zostaje niezmiennym unormowanie funkcji falowej
jest T—1 = TT. Operator, ktéry ma taka wtaéciwoéé nazywamy operatorem unitarnym.

W mechanice kwantowej operatory przeksztatcenia symetrii sg unitarnymi.

Operator wielkosci fizycznej & przy dowolnej transformacji unitarnej T transformuje w taki

sposéb: 4 — 4= T4T1

Symetria A wzgledem transformacji T oznacza, ze ISI =A, gdzie IEI =TAT-!

Rozwazmy dziatanie operatora przeksztatcenia symetrii T na réwnanie Schrédingera
T(A-E)yy=TH-E)T 'Ty=H-E)Ty=0 (39)

= Jedli funkcja ¢ jest rozwigzaniem réwnania Schrédingera, to funkcja ﬂp takze jest
rozwigzaniem tego réwnania z takg sama energia E
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Swobodny elektron w mechanice kwantowej

o Réwnanie Schrédingera w 3D przestrzeni dla swobodnego elektronu, U(F) =0,

( i A—E)w(F):O (40)

T 2m
gdzie A - operator Laplace'a. We wspétrzednych kartezjanskich A = 53722 + (,;9;2 + 63—222
o Rozwigzaniem réwnania (40) jest funkcja
Yi(7) = C ek (41)

gdzie k- dowolny wektor falowy. Rozwigzanie (41) nazywamy ptaska falg, ktéra
przemieszcza sie¢ w kierunku wektora K. Stata C powinna byé wyznaczona z warunku

unormowania funkgcji falowej. Dlatego zaktadamy, ze elektron znajduje sie w duzej objetosci
V. Wtedy C =1//V.

@ Funkcja
Pu(F) = —= ™7 (42)

opisuje stan swobodnego elektronu.
@ Funkcja falowa, ktéra jest zalezna od czasu

1 ..
W7 ) = — el i (43)

vV

— odpowiada réwnaniu fali z czestoscia kotowa w = E/h
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Swobodny elektron w mechanice kwantowej

o Gestosé¢ prawdopodobienstwa [ (7)|? = % — stata = Czastke mozna wykry¢ z
jednakowym prawdopodobienstwem we wszystkich punktach przestrzeni

o Po podstawieniu (42) w (40) znajdujemy energie swobodnego elektronu w stanie K

- 72 k2
E(K) = - (44)
2m
o Srednia warto$¢ pedu w stanie Ejest réwna p = nk:
p= /wz(r”)(—ifﬁ) (P dr = hk (45)
o Funkcja falowa (42) jest wiasng funkcja operatora pedu:
(=ihV) $i(7) = Fur(F) (46)

To oznacza, ze swobodny elektron w stanie (42) ma pewng warto$¢ pedu 5= hk.
Natomiast jego pofozenie w przestrzeni nie jest wyznaczone.
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Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

@ Niezdolno$¢ do przewidzenia potozenia czastki swobodnej w mechanice kwantowej jest
zwigzana z tym, ze ped ma pewna wartosé

@ Zasada nieoznaczonosci stwierdza, ze pofozeniu i pedowi czastki nie mozna réwnoczesnie
przepisa¢ wartosci pomiarowych z nieograniczong doktadnoscia:

Ax Ap, > h (47)
Ay Dpy > h (48)
Az Ap, > h (49)

@ Niemozliwo$¢ ustalenia pewnych wartosci potozenia i pgdu w dowolnie wybranym stanie 1
jest zwigzana z tym, Ze operatory ' i p nie komutuja. W wyniku tego funkcja falowa 1) nie
moze by¢ jednoczesnie wtasnag funkcja operatora r i operatora p.
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Zasady zachowania w mechanice kwantowej

@ Zasada zachowania pedu jest zwigzana z symetria translacji w przestrzeni

= Jedli hamiltonian A nie zmienia sie przy zamianie r’' — '+ &, gdzie 3 - dowolny wektor, to
ped jest zachowany

@ W mechanice kwantowej to oznacza, ze operator pedu p komutuje z hamiltonianem,
[p, H] = 0, a funkcje wtasne operatora p s3 takze funkcjami wtasnymi operatora A

o Przyktad 1. Funkcje wtasne operatora px = —iha. Réwnanie na funkcje wtasne i wartosci
wiasne

“in =y (50)
Ox

Rozwiazaniem jest fala biegnaca 1(x) = e, gdzie kx = px/h

o Przyktad 2: 1D hamiltonian nie zmienia si¢ przy inwersji, x — —x dla U(x) = U(—x).

Operator inwersji oznaczymy Z. Z definicji, i'w( ) = ¥(—x). Symetria wzglgdem inwersji
oznacza [Z, H] = 0. Znajdziemy funkcji wiasne i wartosci wtasne operatora Z
Iy =Ty (51)

Istnieja dwa rozwigzania réwnania (51):
- symetryczne: 91(x) = ¢Y1(—x), 71 = 1,
- antysymetryczne: ¥o(x) = —tpo(—x), Zo = —
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Moment pedu

@ Operator momentu pedu czastki
W=Fxp=—iifxV 1

o Przejscie od wspétrzednych kartezjanskich (x, y, z) do
sferycznych (r, 0, ¢):

x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcosf (52) ) :
=/r |
o Sktadowy operatora Iw sferycznych wspétrzednych | y
s o s tis o . o — (/) \i
s=igoy le=eT(x g riaghon) (53) Aehi &

gdzie i1 = 0, +il,.
o Funkcje wtasne operatora 2, \/% e'™?  wartosci whasne: £, = m, przy tym m = 0,41, £2, ..
@ Wartos¢ momentu pedu mozna scharakteryzowad poprzez wartoé¢ wiasna operatora

kwadratu pedu £2 = 0,2 4+ 0,0_ — 0,. Postugujac (53) mozna znalezé

X 2
2’2:_['1 87_;,_ _1 g(sineg)] (54)
sin20 02  sinf 00 o0
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Moment pedu

o Operator 22 komutuje z 2.
o Operatory b éy nie komutuja z 2, inie komutuja miedzy soba.

@ Dowolnie wybrana o$ z - 0§ kwantyzacji

@ Funkcje wiasne operatoréw 02§ §, - harmoniki sferyczne Yom(0, ©),

02V = 06+ 1) Yom,

gdzie £ i m - orbitalna i magnetyczna liczby kwantowe, /(¢ 4 1) - warto$ci wiasne operatora
i

o Przy danej wartosci £ magnetyczna liczba kwantowa m jest ograniczona,
m=0,+1,£2,...,+¢

Podsumowanie
W stanie z pewnym ¢ (¢ - liczba kwantowa " moment orbitalny”) tylko skfadowa ¢, ma
pewng warto$¢ £, = m (m - " magnetyczna liczba kwantowa”) oraz kwadrat momentu

pedu (operator ZQ) ma pewng warto$¢ {(¢ + 1). Natomiast sktadowe ¢, i £, nie maja
pewnych wartosci.
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Atom wodoru w mechanice kwantowej

o Réwnanie Schrédingera dla elektronu w polu protonu, U(7) = —e?/r
h2 2
(-=-n-Z —E)yp=0 (55)
2m r

Potencjat U(F) ma symetrie kulista. Dlatego wykorzystamy wspétrzedne sferyczne (r, 6, ¢).
W tych wspétrzednych operator Laplace’a

T or2  ror  r2

® 20 171 & 1 0/. 0 2 20 02
{ (S|n6‘£>}—

s 2 =2 422 2 (56
sin 0 9p? + sin9 99 or? + ror r? (56)

gdzie l- operator momentu pedu I=—ihFx V. Operator 02 zostat przedstawiony we
wspotrzednych sferycznych.

o W polu potencjatu o symetrii kulistej kwadrat momentu pedu e jest zachowany. Dlatego

funkcja wiasna operatora 22 jest takze funkcja wtasna hamiltonianu.

o Funkcje wtasne operatora 22 - harmoniki sferyczne Yy, (0, ), gdzie £ i m - orbitalna i

magnetyczna liczby kwantowe. Wartosci wtasne operatora £2 s3 okreélone réwnaniem

02X ym(0, ) = £(€+ 1) Yem(0, ) (57)
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@ Podstawiamy w réwnanie (55) ¥(r,0, ) = f(r)Yem(0, ), gdzie f(r) - funkcja radialna, i
dostajemy réwnanie dla f(r)

W od?>  2d 4L+ 1) e?
- (22 2T ) S Elf=o0 58
[ 2m(dr2+rdr r2 ) r } (58)

Przy r — 0 z tego réwnania znajdziemy f(r) ~ r¢. Przy r — co i E < 0 znajdziemy
asymptote f(r) ~ e~ ", gdzie Kk = /—2mE /h.
o Podstawiamy w (58) f(r) = rfe=""w(r). W wyniku otrzymujemy réwnanie na funkcje w(r)
2mE
"2

w” +2(0+1—kr)w' + ( -2+ 1)H)W:0 (59)

@ Rozwiazaniem réwnania (59) jest funkcja hipergeometryczna

2r\/72mE)
h

W(I’):F<*L+€+1726+2, (60)

v—2mE
Funkcja hipergeometryczna F(a, 7, z) nie ma rozbieznosci przy r — oo jedli o - catkowita
liczba ujemna. Dlatego oznaczymy n = h/v/—2mE, gdzie stata n - gtéwna liczba kwantowa,
i wprowadzimy ograniczenie £ < n — 1.

o Energia stanéw stacjonarnych jest skwantyzowana i zalezy tylko od gtéwnej liczby kwantowej

4

E, = — s
" 272 n?

n=1,2,.. (61)

Natomiast funkcja falowa ¥pem(r, 0, ¢) zalezy od wszystkich liczb kwantowych. Przy tym
£=0,1,...n—1 m=—0—0+1,../¢.
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Widma atomu wodoru

t E [eV]
0
i
-2
seria
-5} Balmera
710_
tibys ] 1
_15_ser|a ymana

(Rzeszéw University of Technology)

Linie serii Balmera — przejscia do poziomu n = 2

Widmo emisyjne — emisja fotonu

Widmo ciagte emitowane przez ciato doskonale czarne

Widmo absorpcyjne — pochtanianie fotonéw z widma
ciagtego (Color Science)
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Atom wodoru

Rozktad prawdopodobieristwa |1)|?

| m=0 my= %1

a) b)

n=11=0 m=0 n=2,1=0 m=0 n=21=1m=0im =+1
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Spin elektronu

o Elektron ma wtasny moment pedu (spin) S, ktdry nie jest zwiazany z jego ruchem. Wartos$¢é
spinu elektronu jest réwna s = 1/2 w jednostkach &.

o Stan elektronu moze by¢ okreslony jako stan, w ktérym z-sktadowa spinu s, przyjmuje jedna
z dwéch mozliwych projekcji na wybrang o$ kwantyzacji (0$ z). Odpowiednio, s3 dwa stany
elektronowe, w ktérych s, = +% albo s, = —% (w jednostkach £). Bedziemy méwili o tycz
stanach: "spin-géra” i "spin-dét”.

o Wprowadzimy wektor stanu - spinor - w postaci 1 = ( i ) gdzie wielkosci ¢ i x -
amplitudy prawdopodobienstwa tego, ze elektron jest w stanie spin-géra lub spin-dét
(dlatego |¢]* + \xl2 =1).

° Operator spinu & - macierz 2 x 2, ktéra dziata w przestrzeni spinoréw. Sktadowe wektora
o = (6x,8y,82) - macierze Pauliego

e (83) a(2F) (3 %) @

@ Spinory 9 = ( (1) ) i) = ( (1) ) - stany wtasne operatora 6,. Odpowiednio, wartosci
wiasne tego operatora o1 | = £1.

o Elektron ma wtasny moment magnetyczny i, ktéry jest zwigzany z jego spinem,
i = —2ugS, gdzie ug = |e|h/2mc = magneton Bohra.
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Spin elektronu w nierelatywistycznej mechanice kwantowe;j

@ W nierelatywistycznej mechanice kwantowej funkcja falowa elektronu moze by¢
przedstawiona spinorem (), ktéry ma dwie sktadowe - amplitudy prawdopodobieristwa
znalezienia elektronu w stanie spin-géra w punkcie 7 lub spin-dét w punkcie 7.

@ W hamiltonianie (2) nie ma operatoréw spinu, ale przy wprowadzeniu pola magnetycznego B
trzeba uwzgledni¢ oddziatywanie momentu magnetycznego elektronu [i z zewngtrznym
polem B. Dlatego hamiltonian, ktéry opisuje oddziatywanie elektronu z polem
magnetycznym powinien miesci¢ energie tego oddziatywania (energie Zeemana)

~ eh ~ =
, =——07-B. (63)
mc
o Relatywistyczna mechanika kwantowa uwzglednia spin. W granice v < ¢ réwnania
relatywistycznej mechaniki kwantowej przyjmuja postaé réwnania (2). Poprawka
relatywistyczna do tego réwnania, zwigzana z potencjatem U(F) jest nazywana
oddziatywaniem spin-orbita
n iXZra
Foo = == [6x(VU)] -V (64)

gdzie A\c = h/mc - Comptonowska dtugo$é fali elektronu.
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Doswiadczenie Sterna-Gerlacha

= magnes po&iwéjne
N Czo maksimum jest
i S Wi Y dowodem na
kolimator 2 magnes skwantowanic p,
L 2 wlgczon
elektromagn j=4 . Y
szklana g
plytka detektora

polozenie detektora wiazki

(Rzeszéw University of Technology)
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Doswiadczenie Einsteina-de Haasa

ED‘JI’
cienkie
s} [¢] widkno @
o o ® ®
o 4) °F IS E
Lo] \u }? (8] o] I K a ]
o B zel el s ; @
o b— T "B“R—z;:f;yﬂ | T I ®
o N f o /@ T B ®
O L4 S ~_ solenoid ] T ‘i‘ e
o )j /J o ® r | ®
o x/ o o A T ®
o \1 \ o ® 1 T ®
o = o o] @
o B=0 o ® lf“w ®
a) o o b) g &

uporzadkowanie wektordw momentow magnetycznych rozkrgca walec
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Zasada Pauliego

o Dla uktadu z pewnga iloscia jednakowych
czastek kwantowych stosuje sie dwie rézny
statystyki

10

@ Dla czastek ze spinem catkowitym
s =0,1,... - statystyka Bosego-Einsteina.

W tej statystyce dowolna ilo$¢ czastek moze E o
5 Ey 1. Eyp

by¢é w tym samym stanie kwantowym

o Dla czastek ze spinem potéwkowym
s=1/2,3/2,... - statystyka
Fermiego-Diraca - tylko jedna czastka moze
by¢ w tym samym stanie kwantowym

@ Statystyka Fermiego-Diraca opiera si¢ na

zasade Pauliego: Wypetnienie elektronami stanéw
W dowolnym uktadzie nie moze by¢ dwéch dwuwymiarowej jamy kwantowej
czgstek w tym samym stanie kwantowym, (kazdy stan jest scharaktaryzowany
tzn., w stanie z tymy samymi liczbami przez 2 lyczby kwantowe ny i np, ktére
kwantowymi przyjmuja wartosci 1,2,...)
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o Atom sktada sie z jadra i elektronéw. Jadro miesci Z protonéw (Z - liczna atomowa) i
(A = Z) neutronéw (A - liczba masowa). Obojetny atom ma Z elektronéw.

@ W oznaczeniu pierwiastkédw umieszczamy warto$¢ Z. Na przyktad, 11Na oznacza, ze dla
atomu sodu Z = 11.

@ Hamiltonian elektronu w atomie mozna przedstawié

~ PA
H=———+U(P (65)
2m
gdzie U(r) - energia potencjalna, ktéra sktada sie z potencjatu jadra Up(r) = —ZTSZ oraz

potencjatu oddziatywania Coulombowskiego z innymi elektronami.

o Hamiltonian (65) ma symetrie kulista. Dlatego stany elektronowe sa okreslone przez liczby

kwantowe n, I, m,s, gdzie n = 1,2, ... - gtéwna liczba kwantowa, / = 0,1, ..(n — 1) - orbitalna
liczba kwantowa, m = 0,41, ..., &/ - magnetyczna liczba kwantowa, s = +1 - spinowa liczba
kwantowa.

o Stan elektronuz /=0 - s-stan, /=1 - p-stan, /| =2 - d-stan, /=3 - f-stan, itd.

o Przyktad: Konfiguracja elektronowa atomu 14Si: 152 252 2p8 352 3p? - oznacza, ze na powtoce
n = 1 znajduje sie 2 elektrony w s-stanie, na powtoce n = 2 s3 2 elektrony w s-stanie i 6
elektronéw w p-stanie, na powtoce n = 3 s3 2 elektrony w s-stanie i 2 elektrony w p-stanie.
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Termy widmowe atomdéw

o Atom jak catos¢ moze miec niezerowy orbitalny moment pedu L oraz spinowy moment pedu
S. Catkowity moment pedu atomu jest J = L+ S.

o Oddziatywanie spin-orbita tamie oddzielne zachowanie Li§ ale catkowity moment pedu J
atomu zostaje zachowany

o Oddziatywanie spin-orbita rozszczepia poziom z pewnym L i S na oddzielne poziomy, w
ktérych J przyjmuje wartosci od (L + S) do |L — S|. Kazdy z tych pozioméw jest
(2J + 1)-krotne zdegenerowany (degeneracja odpowiada réznym kierunkom wektora J)
Przykfad: Poziom z L =1 i S = 1/2 przy uwzglednieniu oddziatywania spin-orbita zostaje
rozszczepiony na 2 poziomy: jeden z momentem J = 3/2 i drugiz J =1/2.

o Stan atomu (czyli "term widmowy atomu”) oznaczamy literg odpowiednio do wartosci L, z
lewej strony u géry - warto$é 2S + 1, z prawej strony w dotu - warto$é¢ J. Na przyktad, term
2P3/2 oznacza stan atomuz L=1,5S=1/2iJ=3/2.

o Przy jednakowej konfiguracji elektronowej wartosci L i S moga rézni¢ sie. Najmniejsza
energie ma term atomowy o najwigkszej mozliwej przy danej konfiguracji elektronowej
wartosci S oraz najwiekszej mozliwej dla danego S wartosci L (reguta Hunda).
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Pole elektryczne i magnetyczne w nierelatywistycznej mechanice kwantowej

@ Rozwazmy réwnanie falowe mechaniki kwantowej

. 0 - R
(/ha —A)W(Ft) =0, (66)
z hamiltonianem elektronu swobodnego A = h;n?

@ Réwnanie falowe (66) nie zmienia sie przy globalnej transformacji cechowania (zmiany fazy
czyli rotacji w ptaszczyznie zespolonej)

v UV, (ih% - A) — U(ih% —A)ut= (ih% - A), (67)

gdzie U = e®? - operator unitarny, UT = U1, zdefiniowany jak operator zmiany fazy funkgji
falowej. " Globalny” oznacza, ze operator U nie zalezy ani od t, ani od F.

o Réwnanie (66) zmienia sie przy lokalnej transformacji, U(F, t) = e*®(t:7) poniewaz lokalna
transformacja generuje pole cechowania (gauge field)

et [ind + 127 . V]e~ie = lh(— —ie 92) 4 B2 1T — ie(V9)]?

=in(g - =) + I (6 - ’ifcg)z (68)

gdzie pg = h(0:¢) i /Kg = hc(V ) - skalarny i wektorowy potencjaly pola cechowania.

(Rzeszéw University of Technology) Fizyka Il - Wyktad 12 20 czerwca 2024 44 /49



@ Réwnanie falowe nie zmienia si¢ przy lokalnej transformacji jesli my wprowadzimy w
réwnanie falowe pole elektromagnetyczne przez potencjaty pola (¢, A)

~ 2 (o ieA\?2
H=e — |V - — 69
vt 2m ( hc ) (69)
i przy przeksztatceniu lokalnym potencjat pola elektromagnetycznego takze ulega zmianie
o¢ o - -
<p—><p+h,5, A— A—hcV¢ (70)

Innymi stowy, potencjaty pola elektromagnetycznego sa okreslone z doktadnoscia do
transformacji cechowania (70)

@ Transformacja cechowania nie ma wptywu na wartosci natezenia pola elektrycznego Ei
magnetycznego B:

g_':,li(j,hcﬁ¢),§(¢+h%) :71%7V¢>

c

B =rot (A— hcV¢) = rot A (71)

@ Przyjmujac do uwagi oddziatywanie pola magnetycznego ze spinem dostajemy ostatecznie
hamiltonian elektronu w polu elektrycznym i magnetycznym, przedstawionym przez
potencjaty pola (¢, A)

. 2 (ﬁ ieA
2m hc

2
H=ep— — fo) +2ugo-B (72)

@ Pole elektromagnetyczne wprowadziliSmy jak pole cechowania dla zachowania symetrii
lokalnej transformacji fazy funkcji falowej
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Elektron w jednorodnym polu magnetycznym: kwantyzacja Landaua

@ Rozwazmy réwnanie Schrédingera dla stanu stacjonarnego elektronu w statym polu
magnetycznym wzdtuz osi z

[_7(6_’%5)2%#3&28—5 $(F) =0 (73)

o Potencjat wektorowy A dla pola B = (0,0, B) wybieramy w postaci (cechowanie Landaua)
A= (-yB,0,0) (74)

o Po podstawieniu (74) do réwnania (73) otrzymujemy

n2 [ 02 o? o? iehyB 8  €?y?B? R
{ (ax2 dy? 822) % T e T2s0:BE|u() =0 (79)

2m mc Ox 2mc?

o Poniewaz w réwnanie (75) nie wchodzi x i z, a tylko ich pochodne, mozemy zrobi¢
podstawienie

Wh(7) = e" e x(y) (76)
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Electron w jednorodnym polu magnetycznym: kwantyzacja Landaua

o Podstawiajac (76) do (75) dostajemy réwnanie dla funkcji x(y)

m2 d?  mwi(y — )2
_ —_BY 77 _ =0 7
|- 3m 52 . e|xt) (77)
gdzie wprowadzili§my oznaczenia
e|B hck: 72 k2
wg = —‘ l s Yo = =, e=Ey, — —= F2uB (78)
mc eB 2m

Wielko$¢ wp - czestos¢ kotowa klasycznego ruchu elektronu w polu magnetycznym.

@ Réwnanie (77) jest réwnaniem liniowego oscylatora w mechanice kwantowej. Energia
potencjalna elektronu w réwnaniu Schrédingera (77) jest U(y) = %mw%(y — y0)?.

@ Wprowadzimy bezwymiarowa odlegtosé & = (y — yo)/¢g, gdzie g = \/hc/|e|B - dtugosé
magnetyczna. Réwnanie (77) w nowych zmiennych moze byé przedstawiono

d2
(d? —&+8)x(y) =0, (79)

gdzie € = 2¢/hwpg - bezwymiarowa energia oscylatora.

(Rzeszéw University of Technology) Fizyka Il - Wyktad 12 20 czerwca 2024



Electron w jednorodnym polu magnetycznym: kwantyzacja Landaua

o Przy & = £oo réwnanie (79) daje asymptote x ~ e €/2, Dlatego szukamy rozwigzanie
réwnania (79) w postaci x(§) = e*§2/2>\(§), i dla funkcji A(§) znajdziemy réwnanie

d?X dX
— — 26— £—1)A=0 80
oA e (80)
Przy & > 1 oraz £ — 1 = 2n, gdzie n =0, 1,2, ... réwnanie (80) jest réwnaniem dla
wielomianéw Hermita, \(£) = const H,(§). Tylko przy tych warunkach funkcja x(&) nie daje
rozbieznosci na duzych odlegtosciach |§] — oo.

o Warunek & — 1 = 2n oznacza € = hwg(n + %) Wracajac do energii E w réwnaniu (79)
dostajemy poziomy energii (poziomy Landaua) elektronu ze spinem géra albo dét w
jednorodnym polu magnetycznym

B2 k2
2m

1
En, 1 (kz) = hwp (n+§) + +2ugB (81)

Funkcja falowa elektronu w polu magnetycznym w kierunku osi z

djnkxkz(?) — const ei(kxerkzz) ef(yfyg)z/ZZ%3 Hn(y - )/0)

Lg

gdzie n, kx, k; - liczby kwantowe, yp = hkx/mwpg.

(Rzeszéw University of Technology) Fizyka Il - Wyktad 12 20 czerwca 2024 48 /49



Rezonans magnetyczny

Kropli wody w polu magnetycznym B
Proton ma spin S = 1/2 i moment magnetyczny
& w kierunku spinu.

stan stan
Warunek rezonansu magnetycznego (Nuclear Ly, RREEeS eet]
Magnetic Resonans - NMR) jest it 2L
hv =2u,B e B B
Zmienne pole magnetyczne czestosci v powoduje
odwrdcenie spinu protonu (spin flip)
= Energia zmiennego pola magnetycznego jest
pochtaniana u,
W rzeczywistosci istnieje takze poprawka na a) b)
niewielkie lokalne pole magnetyczne By spin w dot i
Warunek rezonansu
E 2u,B
hv = 2pz(Bzewn + Biok) ; "
spin w goreg T
gdzie Bzewn - zewnetrzne pole magnetyczne. )

Metoda jest zastosowana w diagnostyce

medycznej Sktadowa spinu protonu ma dwie wartosci

S, = +h/2
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