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Mechanika relatywistyczna - wstep

o Uktad inercjalny - ten, ktéry porusza sie bez przyspieszenia, V = const
@ Wybor uktadu inercjalnego jest bez znaczenia - prawa fizyki nie zalezg od wyboru uktadu

o Transformacja Galileusza

y

X

7(t) = R(t) + 7'(t)
V(t) =V +7'(t)
(t) = '(t)
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Mechanika relatywistyczna - wstep

o Transformacje Galileusza s3 niezgodne z tym, ze prawa fizyki nie zaleza od wyboru
inercjalnego uktadu odniesienia poniewaz predkos¢ swiatta w tej transformacji zalezy od
wyboru uktadu

@ Zamiast transformacji Galileusza w mechanice relatywistycznej - transformacje Lorentza
o Czas jest rézny w réznych uktadach odniesienia

o W kazdym inercjalnym uktadzie odniesienia z kazdym miejscem przestrzeni jest zwigzany
swéj wiasny zegar

o "Zdarzenie” odbywa sie w pewnym miejscu przestrzeni F'w pewny moment czasu t
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Czasoprzestrzen, zdarzenie i interwat

@ Punkt w 4-wymiarowej czasoprzestrzeni oznaczamy (ct, ) ("zdarzenie” albo " punkt $wiata”)

@ Interwat s pomiedzy punktami (ct1, ) i (ctz, ) jest zdefiniowany jak

s=/A(t2—1)2 — (% — A)> (1)

Odpowiednio, dla matych odlegtosci ds = \/czdl'2 — dx? — dy? — dz?

o Jedli interwal ds w pewnym wybranym inercjalnym uktadzie odniesienia jest bliski do zera, to
w dowolnym innym inercjalnym uktadzie odniesienia on takze bedzie bliski do zera (poniewaz
predkos¢ Swiatfa jest taka sama).

Interwat miedzy punktami czasoprzestrzeni jest taki sam we wszystkich inercjalnych uktadach
odniesienia

o Taka definicja "odlegtosci” przez interwat miedzy punktami $wiata oznacza, ze
czasoprzestrzen nie jest euklidesowa, ale jest przestrzenia Minkowskiego
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Matematyka 1: skalary, wektory i tensory w tréjwymiarowej przestrzeni

o punkt 3-wymiarowej przestrzeni jest oznaczony przez wektor = (xi, X2, x3), gdzie x; -
sktadowe wektora (i = 1,2,3) w pewnym wybranym uktadzie wspétrzednych

@ oznaczenie (x1, x2, x3) odpowiada sktadowym (x,y, z)

@ przy dowolnym obrocie uktadu wspétrzednych sktadowe wektora 7’ ulegaja zmianie
Przyktad: przy obrocie uktadu wspétrzednych na kat o wokét osi z dostajemy
X] = X1 COSp — x28in (2)
X} = x15in ¢ + X2 cos , x5 = x3
gdzie (x1,x2,x3) i (x{, x5, x}) — sktadowe wektora 7w uktadach wspétrzednych przed i po

obrocie. Przy obrotach nie zmienia sie odlegto$¢ miedzy punktami: r = 4 /X12 + X22 + X32

_ /X1/2 +x2/2 + X3’2
o skalar — wielko$¢, ktéra nie zmienia sie przy przeksztatceniach uktadu wspétrzednych

o wektor a; — sktadowe wektora (a1, a2, a3) ulegaja zmianie przy przeksztatceniu uktadu
wspoétrzednych. Na przyktad, przy obrocie wokét osi z

aicosp — axsing 3)
ah = arsing + ap cos p, ay = a3

/
ap

@ iloczyn skalarny dwédch wektoréw - b= Z,‘ ajb; = Zi a}b! nie zmienia sie przy dowolnym
przeksztatceniu
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Tensor drugiego rzedu a; ma 3 x 3 = 9 skfadowych.

Tensor 2-go rzedu a;; mozna przedstawi¢ jak macierz

ail  an  as
aj = a1 ax a3 (4)
a3 ax  as3

Sktadowe tensora przeksztatcaja sie jak iloczyn dwdch wektoréw a;b;.

Przykfad tensora 2-go rzedu — tensor przewodnictwa o;;

Gestos¢ pradu elektrycznego w ciatach statych
Ji= ZUUEJ ; (5)
j

gdzie E; — wektor natezenia pola elektrycznego

Uméwmy sie o przedstawieniu wzoru (5) w uproszczonej postaci
Jji = o (6)

(domyslnie przyjmujemy, ze w (6) sumujemy po powtarzalnym wskazniku j)

analogicznie definiujemy tensory 3-go rzedu ajjx, 4-go rzedu ajj itd.
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Matematyka 2: 4-wektory i 4-kowektory w czasoprzestrzeni

4-wektory

o Punkt w czasoprzestrzeni oznaczamy 4-wektorem x' (i = 0, 1,2, 3) ze sktadowymi
(ct,xt, x?,x3) = (ct, F) (tzn. x° = ct)
o Dowolny 4-wektor a' ma sktadowe (a°, at, a?, a%) = (&0, 3)

lloczyn skalarny

o Woprowadzimy tensor metryczny czasoprzestrzeni

1 0 0 0
0 -1 0 ©

=l o o -1 o0 (™)
0o 0 o0 -1

o Interwat: ds? = c?(6t)? — (dx!)? — (dx?)? — (dx3)? = gj; dx’ dx/

o Woprowadzimy iloczyn skalarny wektoréw a’ i b’: a®h% — alb! — a?b% — 23h3 = g;jafbf

o lloczyn skalarny nie zmienia sie przy przeksztatceniu, w ktérym interwal jest niezmienniczy,
s = const.

4-Kowektory
o Definiujemy 4-kowektor a; ze sktadowymi (ag, a1, a2, a3) = (a
o Korzystujac z (7) przedstawimy a; = g;jaf oraz a' = gUaj
o lloczyn skalarny mozna przedstawi¢ jak a;b’ = a'b;
o Sktadowe tensora metrycznego g¥ = gij
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Transformacja Lorentza

Przyktad:

Przeprowadzimy transformacje ("obrét” na kat urojony i1 w ptaszczyznie ct - x1)

ct = ct’ cosh ) + x{ sinh ¢
x1 = ct’ sinh ) + x{ cosh ¢ (8)

% /
X2 = Xp, X3 = X3

Przy tej transformacji interwat nie zmienia sie:

s=\/Ab—0)?—(B—A) =/t —4)?— (53 —A')

Wybieramy 1 z réwnania: tanh = % Po podstawieniu do (8) dostajemy wzory

t'+x/V/c? Vt' + x!
f=—— 1 1" / x=—1 X2 = x4, X3:x§ 9)

RS )
\/1—V2/c? \/1—-V2/c?

— to s3 transformacje Lorentza przy przejsciu do uktadu odniesienia, ktéry przemieszcza sie z
predkoscia V' w kierunku xj.

- Przeksztatcenie Lorentza — obrét w przestrzeni Minkowskiego, interwat jest niezmienniczy.
- Symetria w fizyce relatywistycznej — symetria wzgledem przeksztatcenia Lorentza.

- Symetria Lorentza jest symetria globalna (kat obrotu v nie zalezy od punktu $wiata)
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Lagrangian czastki swobodnej w mechanice relatywistycznej

o Dziatanie czastki relatywistycznej przedstawiamy przez interwal wzdtuz linii Swiata C, ktéra
zaczyna sie¢ w pewnym punkcie czasoprzestrzeni a i konczy sie w punkcie b

5(C) = 7mc/ ds (10)
C

Wspétczynnik (—mc) zostat wybrany w taki sposéb, zeby w granice matej predkosci ruchu
czastki réwnania mechaniki relatywistycznej przechodzili w réwnania nierelatywistyczne.

o Interwat ds = cdt’, gdzie dt’ - czas wiasny (czas w ukfadzie odniesienia, ktéry przemieszcza
sie z predkoscia v razem z czastka, dx’ = 0. Z wykorzystaniem réwnania (9) znajdziemy

ds = cy/1 — v2/c? dt. Po podstawieniu ds w (10) dostajemy

S(C):—mcz/ W 1—v2/c2 dt (11)
C
Poniewaz z definicji S(C) = fC L dt, my dostajemy z (11) lagrangian czastki relatywistycznej

L=—mc®\/1—v2/c? (12)

2

2 .
MY (zauwazmy, ze stata —mc* w

2

Przy v < c, z réwnania (12) dostajemy L ~ —mc? +
lagrangianie nie wptywa na réwnania ruchu).
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Ped i energia czastki swobodnej w mechanice relatywistycznej

@ Ped czastki, ktéra porusza sie z predkoscia V jest

., oL mv
=t M (13)

N vy

o Energia czastki

E=f VL= (14)

Przy v < c dostajemy z (14)

E:mc2+%, v<c (15)

2

Wielko$¢ Ey = mc* - energia spoczynku.
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Elektron w polu elektromagnetycznym

, gdzie |e| - tadunek elementarny)

o Elektron ma ujemny tadunek e (e = —|e

o Woprowadzimy 4-wektor A’ = (¢, E) (4-potencjat pola), ktéry opisuje pole
elektromagnetyczne.
Sktadowa A® = ¢ - potencjat skalarny, wektor A- potencjat wektorowy pola.

o Dziatanie dla elektronu, ktéry porusza sie w polu elektromagnetycznym

s(0) = / (= meds — C aax), (10)
c C

gdzie pierwszy czton - dziatanie elektronu swobodnego, a drugi opisuje oddziatywanie z polem

o Dziatanie przedstawione w innej postaci (przez sktadowe 4-potencjatu pola)

S(C):/(—mc2s/1—v2/c2—egp+§/5‘\7) dt (17)
C

o Poniewaz z definicji S(C) = fc L dt, my dostajemy z (17) lagrangian elektronu w polu
elektromagnetycznym

L=-m\/1-v2/c2 —ep+ A7 (18)
c
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Rownanie ruchu elektronu w polu elektromagnetycznym

Réwnanie ruchu w mechanice Lagrange'a

d (oL oL
—(Z=)-=Z==0 19
dt (8\7) or (19)
Po podstawieniu (18) dostajemy
dp e dA - e - -
T Vo——V(A-7)=0 20
dt + c dt teVe c (A4-7) (20)

gdzie v - operator rézniczkowania wektorowego po 7 (operator nabla).

Réwnanie (20) moze by¢ napisano w postaci réwnania dynamiki czastki natadowanej, w ktérym
wystepuje sita Lorentza - sita oddziatywania elektronu z polem elektromagnetycznym)

dp - e =
— =eE+ -V xB, 21
dt c (21)
gdzie oznaczyliSmy . 1 A
E=—gradp — — — 22
gradp — — — (22)
B=rotA (23)
— pola elektryczne i magnetyczne w elektrodynamice Maxwella.
Zauwazmy, ze zmiana A— A+ gradf, ¢ — ¢ — %% gdzie f(7,t) - dowolna funkcja, nie

zmienia E i B (poniewaz rot grad f = 0) - niezmienniczo$¢ wzgledem cechowania
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Matematyka: pochodne wektorowe

Operator nabla V - wektor rézniczkowania ze skfadowymi V= (Vx,Vy,V2) = (%, 8%7

|

)

Q

Operator Laplace’'a A=V - V= V2 + Vf, + V2.

Pochodne wektorowe dla pola skalarnego ¢(7) i pola wektorowego A(F)

gradp = V¢ = (Vx¢, Vyo, Vzd)) (24)
divA=V.A=V,A +V,A + VA, (25)
ot A=V x A= (V,A; — VA, VoA — ViA, VA, — VyA) (26)

Obliczenie przez sktadowe:

grad ¢ — wektor ze sktadowymi (grad ¢); = V;¢, (i = x,y,z)
div A — skalar, div A = V;A; (suma po i)

rot A — wektor ze sktadowymi (rot ﬁ), = €k VA, gdzie €jj - jednostkowy antysymetryczny
tensor 3-go rzedu (tensor Levi-Civita), zdefiniowany tak, ze e,,; = 1 i transpozycja
najblizszych wskaznikéw zmienia znak, na przyktad, €yx; = €xzy = —1, itd.

€ijk = €jki = €kij

€jjk€Imk = 5il5jm — 6im6jly gdzie 5,‘j - symbol Kronekera, 6ij = { (]57 : ;j
Przyktad 1: lloczyn wektorowy (A‘X é), = €k Aj B

Przyk’fad 2: div rOtAi: V,—(rot K), = V,'e,'jijAk = 6,'J'kv,'VjAk =0
Przyktad 3: rotgrad ¢ — € Vj(grad ¢)x = € V;Vip =0
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Przedstawienie V(A - C) przez A x rot C + C x rot A, gdzie A(F) i C(F) - pola wektorowe

(A X rot C),‘ = 6,'jkAj(l’0t C)k = 6,'jkAj6k/mV/Cm
= €jjkximA;V1Cm = €jjk€imkAiVCrm
= (0i10jm — Sim0j1)A;VCm = A;jV;C; — AV, G

(€ x rot A); = GViA; — GV A;
(A‘X rot 6), + (6 X rot E), = V,’AjCj — AJ'VJ'C,' — C:,'VJ'A,'
albo w postaci wektorowej

AxrotCt € xrotA= (A &)= (A-9)C— (- DA

Wracamy do réwnania (20), w ktérym V nie zalezy od 7. Z wykorzystaniem

(zamiast C podstawiamy wektor V)
V(A -?)=VxrotA+(v-V)A

Mozemy teraz przedstawié
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(31) dostajemy
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(31)
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Fizyka ciata statego: Zjawisko Halla

Przy matych v < ¢, ped elektronu g = mv. Réwnanie i}
ruchu w polu elektrycznym i magnetycznym |-—d——4

dv

= e _
m— =eE+ -VXxB 34
dt +cv (34)

x| x
xm| x
x

Doswiadczenie Halla: Prébka z pradem w polu
magnetycznym (Edwin Hall, 1879)

x

Sita Lorentza, ktéra dziata na elektron, powoduje to, ze w
kierunku prostopadtym do kierunku pradu / powstaje
napiecie Uy = RyIB, gdzie Ry - stata Halla X

*
* wigkszy *
» Mniejszy

x
X
x

1

b
enl

Ry =

I I
n - gesto$é nosnikéw (elektronéw), £ - grubos¢ prébki. ¢ ¢

Anomalne zjawisko Halla

Jezeli nie ma pola magnetycznego B, ale probka jest namagnesowana, to takze pojawi sie
napiecie Halla (Edwin Hall, 1881), ktére nie jest zwigzane z sitg Lorentza, a jest wynikiem
dziatania poprawek relatywistycznych do réwnania ruchu elektronu jak czastki kwantowej w polu
jonizowanych atoméw (wynikiem oddziatywania spin-orbita w relatywistycznej kwantowej teorii)
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Fizyka ciata statego: Kwantowe zjawisko Halla QHE

W cienkich warstwach pétprzewodnikowych i w
duzych polach magnetycznych B ~ 15T wartos$¢
napiecia Halla Uy jest skwantyzowana - stata
Halla Ry nie zalezy od parametréw materiatu, a
zalezy tylko od tadunku elektronu e i kwantowej
statej Plancka h (Klaus von Klitzing, 1980 -
nagroda Nobla, 1985)

Bardzo waznym jest to, ze ruch elektronu w
silnym polu powinien by¢ opisany jak ruch
czastki kwantowej (kwantyzacja Landaua), ale
tego jest za mato dla wyjasnienia zjawiska
kwantowego Halla

Wyjasnienie QHE polega na lokalnej symetrii
cechowania potencjatu wektorowego A, ktdry jest
zwigzany z polem magnetycznym B, B = rot A
(Robert Laughlin, nagroda Nobla 1998)

Istnieje takze wyjasnienie kwantowego zjawiska
Halla przez topologie struktury elektronowej
ciata statego (model Thoulessa - Kohmoto -
Nightingala - Nijsa)
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