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Tensor odksztatcenia

Pod wptywem odksztatcenia ciata statego pewny wybrany punkt ciata 7 przemiesci sie w
potozenie F’. Wektor odksztatcenia

—

i=F -r, tzn. ui=x\ —x; (1)

Odlegto$é miedzy punktami ciata i 7+ dF przed odksztatceniem

dl = /dx? + dxZ + dxZ 2

a po odksztatceniu

dl' = \/dx;? + dx;? + dx;? (3)

gdzie
, duj
dx; = dx; + duj, duj = — dx; (4)
9x;
Z réwnan (2)-(4) znajdziemy zwiazek miedzy d!I’ i d/
dr'? = (dx,- ) (dx, + o ) (5)
C”2 42 3“/ dx,dxj =+ gij’ g)l:l’( de ka (6)
=dP+ 37 dx;idxj + a—j dxjdx; + gik Gk dx; dlx; )
= dI? + 2ujdx;dx; (8)
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gdzie wprowadzili§my tensor odksztafcenia

1 (8u, 8u_,- auk Buk)
ujj = > —

9
Ox; Ox; Ox; 0x; ©)

Tensor odksztafcenia jest symetrycznym, uj; = uj; i dlatego ma tylko 6 niezaleznych sktadowych
Uxx, Uyy, Uzz, Uxy, Uxz i Uyz.

Przy obrotach uktadu wspétrzednych sktadowe tensora transformuja sie.

Dla matych odksztatcen

1 (0Ou; Ou;j
o= 10
Hi 2 <8xj' * 0)(,') (10)
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Tensor napiec¢

Sita wypadkowa, dziatajaca na mata makroskopowa objetoéé Vy

/ Fdv (11)
Vo

gdzie F - sita, dziatajaca na jednostke objetosci ciata.
Dla transformacji tej catki objetosciowej w catke po powierzchni zamknietej przedstawimy wektor
Fi w postaci dywergencji pewnego tensora o;

Oojj

F =
Ixj

(12)

Wtedy z réwnan (11) i (12)

Do
/ F,-dV:/ L dV:]{ oy dS; (13)
Vo Vo 9x; So

Tensor oj; — tensor napiec. W (13) wykorzystano twierdzenie Gaussa.

ojj dSj — i-sktadowa sity dziatajacej na element powierzchni dS;. Jedli elementy powierzchni s3
wybrane w ptaszczyznach xy, yz, xz, to oxx, Oyx, 0zx 53 sktadowymi sity, dziatajacej na jednostke
powierzchni yz.
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Moment sit, dziatajacych na objeto$é V; jest M = fvo(l—: x F)dV. Mozemy go przedstawi¢ w

postaci tensora antysymetrycznego M;; 1

M = fVo(F,-xj — Fix;) dV (14)
(5o 2

= [, "G 9 = (ow 5 o ) 4V )
= fvo a(g’kg;k%x’) dv — fVo (Uik jk — Tk 5ik) dv (17)
= fvo B(OIkgx:UM’) dv - fvo (5 = o) 4V (18)

Tensor Mj;; moze by¢ przedstawiony jak catka powierzchniowa tylko wtedy gdy oj; = oj; — tensor
ojj powinien byc¢ symetrycznym. Wtedy wykorzystujac twierdzenie Gaussa dostajemy

M,'j = (O';kXJ' — O’ij,‘) dSk (19)
So

1 Zwiazek tensora M;; z wektorem M;: M; = %e,-jk Mijx. Wektor M; nazywa si¢ dualnym do tensora M;;.
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Przy wszechstronnym Sciskaniu ciata

o5 = —pdj (20)
gdzie p - cisnienie.
W stanie réwnowagi F; = 0, tzn.
o jj
=0 21
5o (21)

Jesli ciato znajduje sie¢ w polu sity cigzkosci, to w stanie réwnowagi F+ pg =0, tzn.

doj;

+pgi =0 (22)
9%

Réwnanie (22) jest réwnaniem réwnowagi.
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Termodynamika odksztatcania

Praca wykonywana przy matym odksztatceniu
O0R = —0jj duj (23)
Zmiana energii wewnetrznej przy odksztatceniu
d& = TdS + ojj duj; (24)
Zmiana energii swobodnej F =& — TS

dF = —SdT + o duj (25)

o0F
= 26
" <6UU> r e

Dlatego
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Rozpatrujemy najpierw ciata izotropowe. Znajdziemy rozktad energii swobodnej wzgledem
odksztatcenia uj; przy malych odksztatceniach.

Energia swobodna F jest skalarem. Dlatego rozwiniecie energii swobodnej w szereg po uj;
Ao 2
F=Fo+ 7 Ui + puj; (27)
gdzie X\ i p — wspoétczynniki Lamégo.

Zmiana objetosci przy odksztatceniu jest wuj. Jesli uj; = 0 to odksztatcenie jest Scinaniem
prostym. Dlatego mozemy przedstawi¢ odksztatcenie w postaci sumy $cinania prostego i Sciskania
wszechstronnego

1 1
ujj = (u,-j — 3 5,-jukk) + 5 5,-jukk (28)

Energia swobodna (bez Fy) moze byc przedstawiona (wybraliémy dwa niezaleznych skalary)

1 2 K,
F=pn u,-jf§6,-jukk +Eukk (29)

gdzie K — modut Sciskania (lub modut $cisliwosci), u — modut $cinania (lub modut sztywnosci),

2
Powinno by¢ K > 0, p > 0.
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Znajdziemy zmiang (rézniczke zupetna) energii swobodnej przy matym odksztatcenie

dF = Kuyy dug, + 2u (u,'j — % Ukk 5,’j) d (u,-j — % Ukk 5,‘j) (30)
= Kuyy dug, + 2 (u,-j — % Uk ‘SU) du,-j (31)
= [Kukk 5,'_,' +2n (Uij - % Ukk 511)] duij (32)

Stad przedstawimy tensor napieé przez tensor odksztatcen dla ciata izotropowego

F 1
o = duj = Kuwe 6 + 2 ('-’ij — 3 Ukk 6,-,-) (33)
Odwrotny wzér
1 . 1 1
uj = Q*KOUUkk+Z <‘7ij* §Ukk5ij) (34)

stanowi prawo Hooke’a — odksztatcenie jest proporcjonalne do napiecia.
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Przyktad

Przy jednorodnym $ciskaniu
gjj = —p 5,‘j (35)

gdzie p - cisnienie.
Po podstawieniu (35) do (34) dostajemy odksztatcenie

__P
uj = —

K

Wielko$¢ 1/K — wspétczynnik Sciskania wszechstronnego (lub wspétczynnik Scisliwosci)

b= (3),
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Odksztatcenia jednorodne

Przy odksztatceniu jednorodnym tensor napieé jest statym w objetosci ciata.

Rozpatrujemy proste rozcigganie preta wzdtuz osi z. Wszystkie sktadowe tensora oj; précz oz, sa
réwne zeru, o, = p. Wykorzystujac prawo Hooke'a (34) znajdziemy odksztatcenie

1(1 1) 1(1+1) 1)
Uxx = Uy = —= | — — — s Upy = — | — —
w="3\ 2, 3k)P 3\3k " u)”

W wyrazeniu dla uz; (wzgledne wydtuzenie preta) wspétczynnik przy p — wspétczynnik
rozciggania, a wielko$¢ odwrotna — modut rozciagania albo modut Younga E,

IK
- —F (38)
3K+
Wspétczynniki w uxx i Uy, opisujg wzgledne Sciéniecie preta w kierunku poprzecznym.
Stosunek $cisniecia poprzecznego do wydtuzenia podtuznego — wspéfczynnik Poissona o
1 3K—-2p
Uxx = —O Uz, o=— — 39
I xx zz > 3K T " ( )
Wozgledny wzrost objetosci preta podczas rozciggania
p
Ly (40)
Zwiazek E, o ze wspdtczynnikami Lamégo
E E
(41)

" oire) N T30-20)
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Tensor odksztatcenia uj; przy matych napieciach niejednorodnych (tzn. prawo Hooke'a) moze by¢
przedstawiony za pomoca modutu Younga E i wspétczynnika Poissona o

1

uj = £ [(1+a)a,-jfaakk5,-j]

(42)

Odwrotny do (42) wzér: tensor napie¢ oj; w przypadku matych odksztatcen niejednorodnych

g
oij = 71 o |:U,'j + 71 o0 Ugk 6U:| (43)
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Réwnania réwnowagi ciat izotropowych

Do réwnania réwnowagi

doii
L+ pgi =0 (44)
9%
podstawiamy tensor napigé (43)
oy Eo Ouy E Ouj (45)
% (1+0)(1-20) 0x 1+0 Ox
Dalej do tych réwnan podstawiamy tensor odksztatcenia
1 (0u Oy
== = = 46
Hi 2 (an Ox; (46)
W wyniku dostajemy réwnanie réwnowagi
E & u; E 82 uy
2’ + pP8i = 0 (47)
2(1+0) ox: 2(14+0)(1 —20) Ox;0x
W oznaczeniach wektorowych
2.
Su _ng g (48)
8Xj2 Oxy
réwnanie réwnowagi (47) przyjmuja postaé
2(1
A+ 5~ graddivi = —pg % (49)
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Matematyka: najwazniejsze wzory analizy wektorowej

(Rzeszéw University of Technology)
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divgrada = Aa
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divrotd =10
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Skorzystamy sie ze wzoru (50) i dostajemy z réwnania (49)

1 1-2
rotrotd = — gw

1-20
ddivd — — 54
gradaV Y = o1 — o) P& EQL—0) (54)

W prawej czesci (54) znajduje sie sita spowodowana dziataniem sit ciezkosci — sita objgtosciowa.

W przypadku, gdy odksztatcenie powodowane jest przez sity przytozone do powierzchni ciata, tzn.
nie ma sit objetosciowych, réwnanie réwnowagi przyjmuje postaé

2(1—o)graddivii— (1 —20)rotrotd =0 (55)
Sity zewnetrzne pojawiaja sie tylko za posrednictwem warunkéw brzegowych.

Stosujemy do (55) operator div i skorzystamy sie z réwnanh divgrada = Aa i divrot b=0.
Dostajemy

Adivi=0 (56)

W matematyce funkcja F(F), dla ktorej Af=0 jest nazywana funkcja harmoniczng. Dlatego
wielko$¢ div i okreslajaca zmiane objetosci w wyniku odksztafcenia jest funkcja harmoniczna.

Natomiast stosujac do (49) (bez prawej czesci) operator Laplace’a A i korzystajac z (56),
otrzymujemy réwnanie réwnowagi w postaci

AAG=0 (57)

Widzimy za tym, iz w stanie réwnowagi wektor odksztatcenia spetnia réwnanie biharmoniczne.
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Witasnosci sprezyste krysztatéw

Ogdlne wyrazenie dla energii swobodnej krysztatu anizotropowego

1
F= > Aikim Uik Ujm (58)

gdzie \jm — tensor moduféw sprezystosci.

Wihasnoséci symetrii, zwigzane z symetrig tensora odksztatcenia uj = uy; oraz symetria samego
wyrazenia dla energii swobodnej F

Aikim = Nkilm = Nikmi = Nmik (59)
Tensor napieé
f
Oik = —— = Aikim Uim (60)
Ouik

Symetria krysztatéw prowadzi do zmniejszenia niezaleznych sktadowych tensora modutéw
sprezystosci.

Na przyktad, w ukfadzie regularnym (krysztaty o symetrii kubicznej) jest tylko 3 niezaleznych
sktadowych i wyrazenie na energia swobodna krysztatéw uktadu regularnego ma postaé

1
F = 5 Mooty + U2) F Moy (b + thoctee + Uy tee) + Dhayy (1, + 1, + 1) (61)
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Fale sprezyste w osrodku izotropowym

Réwnanie ruchu o$rodku izotropowego

. 80,—;(

THES 62
Pl = (62)
albo, wykorzystujac wyrazenie (47) dla sity w prawej czesci réwnania (62),
.. E E
= AT ddiv i 63
PU= 0 t0) St 2 o) = 20) BRIV (63)
Rozpatrujemy ptaska fale sprezysta, tzn. J(x, t) - przemieszczenie nie zalezy od y i od z
E E 02uy
lix = 64
Pt [2(1+a) + 2(1+0)(1—20)] ox2 (64)
E 82uy E 82u,
- _ B 0% o E 65
p iy 2(1+0) ox2 ’ p iz 2(1+0) 0x2 (65)
albo
0? 1 92
Ux 1 Ux (66)
ox2 ¢t or?
0%uy.z 1 0%uy,z
_ =0 67
Ox2 ¢ o2 (67)
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gdzie

_,/__Ed-0)
TN A+ o)1 - 20) (68)

E
“\ o )

— podtuzna i poprzeczna predkosci dzwieku, ¢; > c¢.

Rozwigzaniem réwnan (68) i (69) jest

ui(x, t) = ug; e/kx=t) (70)
Wzér (70) jest réwnaniem fali. Po podstawieniu (70) do (66) dostajemy dla podtuznej fali
(PKkZ —w?)ux =0 (71)
czyli w = crk;.
Dla poprzecznej fali podstawiamy (70) w (67)
(cPkE —w?)uy,- =0 (72)

czyli w = crks.
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Fale sprezyste w krysztatach

W oérodku anizotropowym

pij = ?‘)‘:(Z(’ Tik = Nikim Uim (73)
Przy podstawieniu ojx w réwnanie ruchu dostajemy
pli; = Aikim 66‘;[:1 = 2ym aixk (gTu,lw + BBUXT) (74)
= 2 Nikim 32275'”&" + 3 Xikim % (75)
albo
pli; = Xikim % (76)
Podstawiamy
ui(x, t) = uo,-e"(/?"t“’t) (77)
do (76) i dostajemy
pw2 u; = Njgimkikjum (78)
albo
(P2 8im — Niktmbkickr) tm = 0 (79)
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Rozwiazanie uktadu réwnan (79) bedzie niezerowe przy spetnieniu warunku
det (Nikimkikm — p?Sim) = 0 (80)

Woprowadzimy oznaczenie ajy, = A\jxmkkk;. Odpowiednio dostajemy

axx — pw2 axy axz
det ayx ayy — pw? ayz =0 (81)
dzx azy dzz — Pw2

— réwnania 3-go rzedu dla w?. Pierwiastki tego réwnania prowadza do trzech réznych gatezi

zaleznosci w(E) Przy tym dla wszystkich tych gatezi w(k — 0) = 0.

Predko$¢ grupowa fali
dw(k
ok
= Mogga istnie¢ 3 réznych fali sprezyste, w ktérych moga by¢ rézne predkosci. Fala moze by¢ nie
czysto poprzeczna lub czysto podtuzna.

-
u=
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Odksztatcenia przy zmianie temperatury

Energia swobodna jako funkcja temperatury przy odksztatceniu

1 2 K
F(T)=Fo(T) — Ka(T — To) uy + p (u,—k — gé;kU//) + 5 u,2, (83)

gdzie v - modut $cinania, K - modut wszechstronnego Scisnienia, a — wspdétczynnik
rozszerzalnosci cieplnej.

Tensor napiecia

OF 1
Oik = ( ) = —Ka(T — To) di + 21 (Uik - = 5ikuu) + Kuydik (84)
Ouy ) 1 3

Przy swobodnym rozszerzeniu cieplnym nie powinno by¢ wewnetrznych napieé, o = 0. Z tego
wynika, ze uj = constdy i

up=a(T — To) (85)
Réwnanie réwnowagi niejednorodnie ogrzewanego ciata

1-— 1-—
30 -9) addiva— 2E—9)

trot 7 = dT 86
o 2(1_*_0)ro rot 0 = agra (86)

Réwnanie (86) ma rozwigzanie z rot =0 i

L a(l+o)(T — To)
divu = W (87)
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Przewodnictwo cieplne ciat statych

llo$¢ ciepta absorbowanego w jednostke czasu jest réwna T%.

Réwnanie ciggtosci dla ilosci ciepta

s
T — =—divg 88
%~ —diq (88)
gdzie § - gesto$¢é strumienia ciepfa,
G=-xkVT (89)

Kk — wspdtczynnik przewodnictwa cieplnego.

Z réwnania (83) znajdziemy entropie z dokfadnoscia do cztonéw 1-go rzedu po ujx
oF
S5(T) = 5T = So(T) + Kauy (90)

i podstawiamy (90) do (88), przyjmujac x = const

720 Lokt 2 _ AT (91)
ot ot

Pochodna od Sy po t moze by¢ zapisana jak

Sy _ 0% T
ot 9T ot
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Pochodna 9Sy/0T jest liczona przy u; = divd = 0, tzn. przy statej objetosci, czyli

Dostajemy réwnanie

oT 7]
Cva—i-aKTadivJ:HAT (94)

ktére miesci rozszerzenie div i jako funkcje od T dla niejednorodnie ogrzewanego ciata.

Teraz skorzystamy sie z réwnania (87) dla div & w niejednorodnym polu temperaturowym. W
wyniku dostajemy réwnanie przewodnictwa cieplnego

(1+0)C+2(1-20)C, 3l

3(1-0) ot

=KkAT (95)

Faktycznie réwnanie przewodnictwa cieplnego w ciatach statych zawsze mozna przedstawi¢ w
postaci

oT T
v 96
ar X ox2 (%)
gdzie x — wspéfczynnik przewodnictwa temperaturowego,
K
= — 97
X=¢c (97)

(C — $rednia pojemnos¢ cieplna) poniewaz C, ~ C, i drugi czton w (94) jest bardzo maty.
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Przewodnictwo cieplne w krysztatach

W ciatach anizotropowych strumier ciepta ¢ moze by¢ w innym kierunku niz grad T. Dlatego
ogdlne wyrazenie jest

oT
i = —Kik — 98
qi ik Oxx (98)
gdzie kj, — tensor przewodnictwa cieplnego.
Réwnanie przewodnictwa ciepta (94) w krysztatach przyjmuje postaé
oT 0T
= (99)

9t ik Ox;0x

Wedtug zasady Onsagera symetrii wspotczynnikéw kinetycznych tensor kj, jest symetrycznym,
Kik = Kki-
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