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Relatywistyczna mechanika kwantowa

o W relatywistycznej mechanice kwantowej funkcja falowa elektronu W(7,t) = ( f] ) jest
bispinorem, w ktérym & i n - spinory. Wiec, funkcja falowa W ma 4 sktadowe.

o Skfadowe kazdego ze spinoréw &, n zawieraja informacje o spinie. Natomiast £ i 7 odnosza sie
odpowiednio do pasma elektronowego z energia pokoju mc? lub pozytonowego z energia
pokoju —mc2.

o Roéwnanie falowe relatywistycznej mechaniki kwantowej ma postac
(v'pi = mc) ¥ =0 (1)

gdzie p; = (%%, —pP) - 4-wektor pedu, 5= —ihV, v = (7°,7) - 4-wektor sktadajacy sie z
macierzy Diraca

. 1 0 5 0 &
0:(0 71)7 ’Y:(_é' g) (2)
gdzie 1 = ( (1) i) ) - macierz jednostkowa 2 X 2.

o Operator dziatajacy na bispinor w réwnaniu (1) jest niezmienniczy przy przeksztatceniach
Lorentza poniewaz miesci iloczyn skalarny w 4-czasoprzestrzeni Minkowskiego.
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Roéwnanie Diraca

o Po przemnozeniu réwnania (1) z lewej strony na macierz 4o dostajemy réwnanie falowe w
reprezentacji standardowej

) " o
(in 5 H) W(7,t) =0, (3)
gdzie A - hamiltonian Diraca - macierz 4 x 4
A= —ilicd -V +mcp (4)

Macierzy & i 8 w réwnaniu (4)

Qp

=97 = (

o Qp

) B=x=(g %) )

Qp ©

Korzystajac z (4) i (5) mozemy przedstawi¢ hamiltonian Diraca w postaci macierzy 2 x 2 ze
sktadowymi, ktére sa macierzami w przestrzeni spinowe;j

~ mc? —ihc& -V
H = A 6
( —ihca -V —mc? ) (6)

o Po podstawieniu W(F, t) = e Et/"4(F) w (3) dostajemy réwnanie Diraca dla stanéw
stacjonarnych

(H-E)y(7) =0 (™
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Elektron swobodny

e Réwnanie Diraca (7) z hamiltonianem (6) ma
rozwigzanie w postaci fal ptaskich,

"Z)(F) _ ( Pk )eil?-rﬂ7 (8)

Xk 2mc?

E

gdzie @y i Xk - spinory.

e Podstawiamy (8) w réwnanie (7)

(mep ms ) (2 )=0

@ Wyznacznik macierzy, ktéra dziata na bispinor, powinien by¢ réwny zero.

= Z tego dostajemy energie wiasng elektronu (widmo elektronowe)

E(k) = £/ m2c* + c2h2k?

(10)

Sa to dwa pasma energii - elektronowe i pozytonowe rozdzielone energia prézni 2mc2.

o W stanie réwnowagi $wiata wszystkie stany elektronowe z E(k) < 0 s3 wypetnione
elektronami i tworzg morze Diraca. Wzbudzenie elektronu z pasma pozytonowego w stan z
E(k) > 0 potrzebuje energii > 2mc?. W wyniku absorpcji v-kwantu (fotonu) tej energii

generuje sie para czastek elektron-pozyton.
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Relatywistyczny elektron w polu elektromagnetycznym

@ Réwnanie falowe (3) jest niezmiennicze przy globalnej transformacji cechowania
0 ~ 0 N 0 ~
V- UV, (:hE —-HA) - U(ma -A)ut= (,ha - A), (11)
gdzie U = e™? - operator unitarny, Ut = U1,

@ Réwnanie (3) zmienia sie przy lokalnej transformacji U(F, t) = e®®(t7) poniewaz lokalna
transformacja generuje pole cechowania

ele?d [ih% + ihc& -V — mc2ﬁ} e et — ih(% — ie at) + ihcd - [ /e(V¢)] — mc2f3

lh(— — 'e(pg) + ihc@ - (6 — 'eAg) — mc2j (12)

gdzie pg = h oo i /_\‘g = hcﬁqﬁ - skalarny i wektorowy potencjaty pola cechowania.
@ Réwnanie Diraca zostaje niezmienniczym przy lokalnej transformacji jesli wprowadzimy w
réwnanie Diraca pole elektromagnetyczne przez potencjaty pola (¢, A)
N N = 'eﬁ N
A=ep—ihcd- (V- "2) +me?p (13)
hc
i przy przeksztatceniu lokalnym pole elektromagnetyczne ulega zmianie ¢ — (p + hO:) i
A— (A= hcVe).
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Dziatanie w mechanice kwantowe] i catkowanie po torach

o Wprowadzimy dziatanie dla funkcji falowej
t(7 . o t(inl g
SWi(F ), WAt =i | &®rdt (,ha -A)w (14)

e Zasada najmniejszego dziatania §S = 0 przy wariacji 6V prowadzi do réwnania falowego.
Wariacja S wzgledem §W prowadzi do réwnania, ktére jest hermitowsko-sprzezone do
réwnania falowego.

o Przedstawimy Srednia warto$¢ dowolnej wielkoéci fizycznej f w postaci catki po torach
_ 1 "
f== /D\UTD\U (wifw) eSOV (15)
gdzie catkowanie idzie po wszystkich mozliwych W1, W i oznaczyliémy

7 - /Duﬁ DY SV W) (16)

- funkcja partycji (partition function)
o Gtéwny wktad w catke (15) bedzie od tych WT, W, ktére sa rozwiazaniem réwnania falowego.
Natomiast wktad od bliskich toréw kompensuje wprowadzenie funkcji partycji Z.
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